Pitanja za 3 boda:

2
1. [Grcka] IzraCunaj Ak —
5555 2222
7 49 77
A1 B) m C) T D) 110 E) 49
RjeSenje
C
7777% 7211112 72 49

5555. 2222 5-1111-2-1111 5-2 10

2. [Gr¢ka] Mrav hoda po valjku visine 15 cm i opsega baze 30 cm. Krenuo je iz tocke A, pomicao se samo
vertikalno prema gore ili horizotalno po kruznim lukovima te dosao do tocke B, kako je B ')
prikazano na slici. Koliki je put mrav presao?

A) 45 cm B) 55 cm C) 60 cm D) 65 cm E) 75cm

Rjesenje
E
Uocimo da se ukupan put sastoji od jedne visine valjka i dvaju opsega njegove baze: 15+ 2 - 30 = 75 cm.

3. [Slovenija] Ema ima &etiri razli¢ite bojice. Zeli obojiti zastavu s tri pruge, kao na slici, tako
da svaka pruga bude jedne boje te da nikoje dvije susjedne pruge ne budu iste boje. Na
koliko to na¢ina moze napraviti?

A) 24 B) 27 C) 32 D) 36 E) 64

Rjesenje

D

Za bojenje prve pruge Ema moze odabrati bilo koju od svoje ¢etiri boje. Za bojenje druge pruge moze odabrati
bilo koju od preostale tri boje. Za bojenje trec¢e pruge takoder bira izmedu tri boje (sve osim one kojom je obojila
srednju prugu). Ukupno Emaima 4 - 3 - 3 = 36 nacina za bojenje zastave.

4. [Austrija] Koliko ima prirodnih brojeva n koji su djeljivi samo s tri razlicita broja, i to brojevima 1, 2 i n?
A) 0 B) 1 C)2 D)3 E)4

Rjesenje

B

Broj treba biti djeljiv brojem 2, dakle mozZe se zapisati kao n = 2 - k. Tada je, osim s 1, 2 i n, djeljiv i brojem k.
Jedini broj za koji se broj djelitelja ne¢e povecati je broj 4 = 2 - 2.
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5. [Meksiko] Dva su jednakostrani¢na trokuta smjestena tako da tvore Sesterokut kojemu su nasuprotne stranice
paralelne, kao na slici. Znamo duljine Cetiriju stranica toga Sesterokuta. Koliko iznosi opseg $esterokuta?

/\

6
15
1
12
A) 64 B) 66 C) 68 D) 70
Rjesenje
D 15
Kako su stranice danih jednakostrani¢nih trokuta paralelne, svi su trokuti izvan
Sesterokuta takoder jednakostrani¢ni. 15
Uocimo prvo da duljina stranice AB trokuta ABC iznosi 6 + 15 + 11 = 32.
Tada je i duljina stranice BC takoder 32, iz ¢ega slijedi da je duljina duZine PC 1
32—-11-12=09.
Duljina duzine AC takoder je 32 pa je duljina duzine QR jednaka T B

32—-9-6=17.

12 12
Sada lako racunamo opseg Sesterokuta: 6 + 15+ 11+ 12+ 9 + 17 = 70.
6. [Crna Gora] Koliko parova prirodnih brojeva x i y zadovoljava jednadzbu x + 2y = 219?
A)2°—1 B) 2° C)2°+1 D)2°+2 E)O
Rjesenje
A

Vrijedi x = 2% — 2y = 2(2° — y). Da bi x bio prirodan broj, mora vrijediti 2° —y > 1,tj. y < 2° — 1. Kako y
moZe biti bilo koji prirodan broj do 2° — 1, imamo 2° — 1 parova (x, y) koji su rjeSenja jednadzbe.

7. [Nizozemska] Kvadrat povrsine 84 podijeljen je na Cetiri sukladna kvadrata. Gornji
lijevi obojen je crno. Donji desni ponovo je podijeljen na Cetiri sukladna kvadrata.
Gornji lijevi obojen je crno. Ovaj proces ponavlja se u beskonaé¢nost. Kolika je
ukupna povrsina obojena crno?

A) 24 B) 28 C) 31 D) 35 E) 42

Rjesenje
B

" o . . 84 " i : ..
Povrs$ina najvecega crnog kvadrata iznosi i 21, a povrsinu svakog sljedec¢eg crnog kvadrata u nizu dobijemo

mnozenjem s i. Trazena ukupna povrsina zbroj je geometrijskoga reda s prvim ¢lanom a; = 21 i kvocijentom
1, 1 1
q =Z,tj.a1'E=21'?:28.
4



8.

Pitanja za 4 boda:

9.

10.

[Meksiko] Pia zeli upisati prirodne brojeve od 1 do 9 u devet kvadratic¢a na slici tako da zbroj brojeva u bilo koja
tri susjedna kvadrati¢a bude viSekratnik broja 3. Brojevi 7 1 9 ve¢ su upisani. Na koliko na¢ina Pia moze popuniti
preostale kvadrati¢e?

7 9

A) 9 B) 12 C) 15 D) 18 E) 24

Rjesenje

E

Da bi zbroj brojeva u bilo koja tri susjedna kvadratica bio djeljiv brojem tri, ostatci pri dijeljenju s 3 trebaju se
pojavljivati cikli¢ki: ABCABCABC, gdje su A, B i C po jedan broj iz skupa moguéih ostataka pri dijeljenju
brojem 3, {0,1,2}. Ostatak pri dijeljenju broja 7 brojem 3 je 1, a ostatak pri dijeljenju broja 9 brojem 3 je 0.
Izmedu tih dvaju brojeva treba biti broj koji pri dijeljenju s 3 daje ostatak 2. Za to imamo tri izbora: 2, 5 ili 8.
Sada znamo da A znaci ,,ostatak je 0“ (3, 6, 9), B znaci ,,ostatak je 1“ (1, 4, 7), a C znaci ,,ostatak je 2 (2, 5, 8).
Nakon odabira broja koji ¢e smjestiti izmedu 7 i 9, za svako slovo ostala su nam po dva broja na izbor, koja
mozemo razmjestiti na 2 nacina.

Ukupno Piaima 3 - 2 - 2 - 2 = 24 nacina kako popuniti preostale kvadratice.

[Gréka] Duljine bridova trostrane piramide prirodni su brojevi. Cetiri duljine
prikazane su na slici. Koliki je zbroj duljina preostalih dvaju bridova?

A)9 B) 10 C)11 D) 12

Rjesenje

C

Oznacimo bridove ¢ije duljine ne znamo, a i b, kao na slici.

Koriste¢i nejednakosti trokuta imamo:

lztrokutaABD:a<7+3;7<a+3;3<7+a.

Iztrokuta BCD:a <4+ 2;4<a+2;2<4+a.

Zaklju¢ujemo da mora vrijediti 4 < a < 6 pa je jedini izbor a = 5.

Analogno iz trokuta ABC i ACD Kkoriste¢i nejednakost trokuta zaklju¢ujemo da mora
vrijediti 5 < b < 7 pa je jedini izbor b = 6.

Zbroj duljina tih bridova je 11. B

[Turska] Za svaki prirodan broj n definiran je broj n! kao umnozak svih prirodnih brojeva od 1 do n, primjerice
4!'=1-2-3-4. Odredi zbroj znamenaka broja N za koji vrijedi N! = 6! - 7!,

A)1l B) 2 C) 4 D) 8 E)9

Rjesenje

A
N'=6!"71=7!-1-2-3-4-5-6=7!-2-3-4-5-2:-3=7!-8-9-10 = 10!
paje N = 10, a zbroj znamenaka toga broja 1.



11. [Greka] Grafovi funkcijay = x3 + 3x2 + ax + 2a + 4 prolaze kroz jednu zajednicku to¢ku bez obzira na odabir

12.

13.

14.

parametra a. Odredi zbroj koordinata te tocke.
A)?2 B) 4 C)7 D)8 E) Nista od navedenog.

Rjesenje

E

Zaa = 1 imamo funkciju y = x3 + 3x2 + 4.

Zaa = 1 imamo funkciju y = x3 + 3x? + x + 6.

Tocku koja pripada i jednom i drugom grafu dobit ¢emo rjeSavajuéi sustav tih dviju jednadzbi. Oduzmemo li ih,
dobivamo 0 = x + 2, tj. x = —2.

Ordinatu ¢emo dobiti uvritavanjem toga broja u jednu od funkcija, y = (=2)3 +3-(-2)? + 4 = 8.
RjeSenje je x +y = 6.

[Gréka] Dani su brojevi aq, a,, as, ay, as, ¢iji je zbroj S. Znamo da vrijedi a;, = k + S zasvaki k € {1,2,3,4,5}.
Koliko iznosi §?

A) 1:5 B) — 175 C) —15 D) 15 E) Nista od navedenog.

Rjesenje
B
S=a;+ta,tazta,+as=1+S)+QR+S)+B+S)+(@A+S)+(5+S5)=15+5S.

Iz = 15 + 58 slijedi daje § = — =~

[Greka] Koliko parova prirodnih brojeva m i n zadovoljava nejednakost |2m — 2023| + |2n — m| < 1?
A)0 B) 1 C)2 D) 3 E) 4

Rjesenje

B

Buduc¢i da je apsolutna vrijednost bilo kojeg broja nenegativna te da su izrazi pod znakom apsolutne vrijednosti
cijeli brojevi, slijedi da postoje tri moguénosti: oba su pribrojnika jednaka 0; ili prvi je pribrojnik 0, a drugi je 1;
ili pak prvi je pribrojnik 1, a drugi je 0.

Prva dva slucaja nemaju rjesenje u skupu prirodnih brojeva jer kad bi bilo 2m — 2023 = 0, tada m ne bi bio
prirodan broj. Zato mora vrijediti 2n —m = 0 |2m — 2023| = 1. |z prve jednakosti slijedi da je m paran.
Dalje iz |[2m — 2023| = 1 slijedi da je m = 1012 ili m = 1011. Prihva¢amo samo parno rjesenje.

Rjesenje dane nejednadZbe je stoga jedinstveno: (m,n) = (1012,506).

[Slovenija] Leon je nacrtao zatvorenu krivulju na kvadru, a zatim je kvadar razmotao u mrezu. Koja od danih
mreza moze biti mreza Leonova kvadra?

l N7 | | |
< N I f?ggm, f?gii, — |

A) B) C) E)

N

Rjesenje
D



Mreze se mogu spojiti u kvadar na jedinstven nacin. Linije na slikama pokazuju koje je strane potrebno zalijepiti:

| —
‘ ; NN =i

N

Vidimo da samo na kvadru D imamo zatvorenu krivulju.

15. [Grcka] Peterokut je podijeljen na manje dijelove kao $to je prikazano na slici. Unutar svakog trokuta pise
njegova povrsina. Kolika je povrSina osjenanog ¢etvrokuta P?

9 8
A) 15 B) - C) 16 D) 17 E) 18
Rjesenje
C
Nacrtajmo dijagonalu osjen¢anog Cetverokuta.
C F

Trokuti oznaceni A i B imaju istu visinu na stranice a, odnosno b. Te se stranice odnose isto kao i povrsine
odgovarajucih trokuta, tj. b : a = B : A, odnosno a = 3b. Trokuti oznaceni X i C takoder imaju istu visinu pa
vrijedi b : a = C : X, iz ¢ega otkrivamo da je X = 3C = 6.

Analogno, d : ¢ = F : E, 0dnosno d = 2c, iz ¢ega dalje slijedidajed : c =Y : D,pajeY = 2D = 10.
Konacno, P =X +Y = 16.

16. [Greka] Koliko je prirodnih brojeva koji dijele broj 229323, no ne dijele broj 2193207
A) 13 B) 30 C) 273 D) 460 E) Nista od navedenog.

Rjesenje

C

Svi djelitelji broja A = 219320 yjedno su i djelitelji broja B = 220323,

Svaki djelitelj broja A ili broja B oblika je 2™3™.

Za broj A biramon € {0,1, ...,10} te m € {0,1, ...,20}, stoga on ima 11 - 21 = 231 djelitelja.
Za broj B biramon € {0, 1, ...,20} te m € {0,1, ...,23}, stoga on ima 21 - 24 = 504 djelitelja.
Broj djelitelja broja B koji nisu djelitelji broja A je 504 — 231 = 273.



Pitanja za 5 bodova:

17.

18.

19.

[Greka] Dvije realne funkcije realne varijable, f i g, zadovoljavaju jednadzbe f(x) + 2g(1 —x) = x? i
f(1—x)—g(x) = x2. Odredi f.

2 4,2 2, 4,2 2 4 2 2 Ne postoje
A) x 2Xt3 B) x tox+3 C) —x SX 13 D)x“ —4x +5 E) takve funkcije.
Rjesenje

A

Iz druge jednadzbe vidimo da je g(x) = f(1 —x) —x? paje g(1 —x) = f(x) — (1 — x)?.

Uvrstimo li taj izraz u prvu jednadzbu, dobivamo f(x) + 2f(x) —2(1 — x)? = x?, pa je

3f(x) = x% + 2(1 — 2x + x?) = 3x2 — 4x + 2. Dijeljenjem brojem 3 imamo f(x) = x? — gx + %

[Njemacka] Na natjecanju u boulderingu 13 se penjaca natjece u tri kruga. Rezultat svakog natjecatelja umnozak
je njegovih plasmana u svakom od tri kruga. Primjerice, ako jedan penja¢ u prvom krugu bude 4., u drugom 3., a
u treéem krugu 6., njegov je konacan rezultat 4 - 3 - 6 = 72. Sto je konadan rezultat ve¢i, to je ukupni plasman
nizi. Hana je u dva kruga zauzela 1. mjesto. Koji je njezin najnizi moguci ukupni plasman?

A) 2. B) 3. C) 4. D) 5. E) 6.

Rjesenje

B

Hanin najlo$iji moguci rezultatje 1 - 1 - 13 = 13 ako u tre¢em krugu bude posljednja.

Moguce je da postoje natjecatelji s rezultatima 2 - 2 - 2 = 813 - 3 - 1 = 9 koji bi u ukupnom poretku imali bolji
plasman od Hane.

Pokazimo sada da nije moguée da troje penjaca ima bolji plasman od Hane, odnosno konacan rezultat najvise 13.
Pretpostavimo suprotno, da na ljestvici postoji troje penjaca ispred Hane. Umnozak njihovih konaénih rezultata
bio bi najvise 13 - 13 - 13 = 2197.

S druge strane, njihovi plasmani u prvom su krugu u najboljem sluéaju 2, 3 i 4. Isto tako i u drugom krugu.
Njihovi plasmani u tre¢em krugu u najboljem su slucaju 1, 2 i 3. Umnozak njihovih konaé¢nih rezultata stoga je
najmanje2-3-4-2-3-4-1-2-3 = 3456 pa dolazimo do suprotnosti s pretpostavkom.

U ukupnom poretku ispred Hane moze biti najvise dvoje penjaca.

[Poljska] Jedna je strana pravilnog tetraedra obojena. Ta se strana na plo¢i postavi na polje START. Tetraedar
sada pomicemo iz polja u polje rotirajuéi ga oko jednog brida. Na kojem ¢e polju biti tetraedar kada obojena
strana prvi put ponovo bude na ploci?

START E

A) A B) B C)C D) D E)E

Rjesenje
E



Oznacimo vrhove tetraedra P, Q, R, S. Na polju START na ploci nalaze se vrhovi P, Q, R. Sada na slici pratimo
poloZaj vrhova na ploc¢i dok se tetraedar po njoj pomice.

Q P Q P Q
20. Funkcija f: R — R zadovoljava nejednakost f(x —5) + 2 < x — 2023 < f(x + 4) — 7 za sve realne brojeve x.
Odredi nultocku te funkcije.

A) 2016 B) 2020 C) 2021 D) 2023 E) 2025

Rjesenje

B

Rastavimo danu produljenu nejednakost na dvije nejednakosti:
f(x—=5)+2<x—2023ix—2023<f(x+4)—7.

Prvu moZemo zapisati kao f(x —5) < x — 2025, 1j. f(x —5) < (x —5) — 2020, pa vrijedi f(t) <t — 2020 za
sve realne brojeve t.

Drugu mozemo zapisati kao f(x +4) > x — 2016, tj. f(x + 4) = (x + 4) — 2020, pa vrijedi f(t) =t — 2020
za sve realne brojeve t.

Iz f(t) <t—2020if(t) =t —2020slijedi f(t) =t — 2020. Nultocka ove linearne funkcije je 2020.

21. [Njemacka] Kvadrat je podijeljen je na Cetiri sukladna kvadrata, kao na slici. Kruznica dodiruje desnu stranicu
velikoga kvadrata u njezinom polovistu. Kolika je duljina stranice velikog kvadrata?

6 cm

W4
N

A) 18 cm B) 20 cm C) 24 cm D) 28 cm E) 30 cm

Rjesenje
A
Neka je stranica velikog kvadrata duljine 2x. Pogledajmo trokut istaknut na slici.



22.

23.

6 cm

8 cm / a2 = (i

-8 T

On je pravokutan (obodni kut nad promjerom). Visina na hipotenuzu je x — 6, a odsjecci na koje visina dijeli
hipotenuzu duljinasu x — 8 x.

Prema Euklidovu pouc¢ku vrijedi (x — 6)? = (x — 8)x.

Rjesenje ove jednadzbe je x = 9 pa je duljina stranice velikog kvadrata 2 - 9 = 18 cm.

[Greka] Koji je najveéi zajednicki djelitelj svih brojeva oblikan3(n + 1)3(n + 2)3(n + 3)3(n + 4)3, gdje je n
prirodan broj?

A) 2933 B) 233353 C) 263353 D) 283253 E) 293353

RjeSenje

E

Radi se o kubu umnoska pet uzastopnih prirodnih brojeva. Medu pet uzastopnih prirodnih brojeva sigurno se
nalaze

- barem dva parna broja, a jedan od njih mora biti djeljiv brojem 4,

- barem jedan broj djeljiv brojem 3,

- barem jedan broj djeljiv brojem 5.

Svi brojevi danog oblika stoga ée biti djeljivi brojem (2 - 3 - 4 - 5)3 = 293353,

[Poljska] Unutar Sesterokuta na slici treba upisati sve prirodne brojeve od 1 do 11 tako da zbroj triju brojeva oko
svake od Sest crnih tocaka bude jednak. Tri broja ve¢ su upisana. Koji ¢e broj biti upisan u Sesterokut s
upitnikom?

Al B)3 C)5 D)7 E)9

Rjesenje
E
Oznac¢imo $esterokute 4, B, C, D, E, X, Y kao na slici.

Gledajudi dvije tocke krajnje lijevo moZzemo zakljuciti da treba vrijediti6 + A+ B =4+ B+ X, t{j. X = A+ 2.
Gledajuéi dvije srediS$nje tocke mozemo zakljuditi da treba vrijediti A+ C+Y =C+ X+ D,tj. Y =D + 2.
Gledajuci dvije tocke krajnje desno mozemo zakljuditi da treba vrijediti Y + E+?=E + D + 11,1. 11 =? + 2
paje?=09.



Evo irjesenja:

24. [Australija] Umnozak Sest uzastopnih prirodnih brojeva dvanaestoznamenkast je broj oblika abb cdd cdd abb,
gdje su znamenke a, b, c i d takoder ¢etiri uzastopna broja u nekom poretku. Koja je vrijednost znamenke d?

A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)5

Rjesenje

C

Medu Sest uzastopnih brojeva jedan ¢e sigurno biti paran, a jedan djeljiv brojem 5, pa ¢e njihov umnozak sigurno
biti djeljiv brojem 10. Zato je znamenka b jednaka O.

Kako su koriStene znamenke uzastopni brojevi, znamo da ¢e a, ¢ i d biti 1,2 i 3 u nekom poretku, pa ¢e vrijediti
at+c+d=6.

Dalje, medu Sest uzastopnih brojeva dva ¢e sigurno biti djeljiva brojem 3 pa ¢e njihov umnozak biti djeljiv
brojem 9. Zato zbroj svih znamenaka naseg broja 2a + 2¢ + 4d mora biti djeljiv brojem 9, odnosno mora
vrijeditia + ¢ + 2d = 9.

Oduzimanjem gornjih dviju jednadzbi dobivamo d = 3.

Obavijesti o rjeSenjima zadataka 1 rezultatima mogu se nac¢i na mreznim stranicama HMD-a.
http://www.matematika.hr/klokan/2023/
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