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Tehnicki urednik:
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Tisak:
Graficko poduzece »Slovo« Beli Manastir

L R T T I T I NP Sy

IANTJIE FUNKCIJa}
Definicija: Neka je x€R. Tada [x] ¢ Z zovemo najveéi cijeli
dio od x koji ne premedude x, 8 {x}\ =x-[x]e [0,1) razlomlje-
ni (decimalni) dio od x.

(Na primjer: x =3,8 & [x] =3 A XY =0,8; x=-5,6 & [x] =-6 A
Alx} =045 x=39 5 [x1=27 A{x}=0).

Keko su (¥ i {x} definirani za sveki reslan broj x, tada mo-
femo definiratl slijedefe funkecije:

[JsR—Z, ¥x»ix] {eantje funkcije, funkeijs najveéi cijeli dio},
{}:R—[0,1), xim{x} (funkcija raglomljeni dio).
Grafidki prikaz ovih funkcija izgleda oveko:

X X7 y 12 == X —v{X}
w—

«1 0] 123
Tz seme definicije funkeije xiwix] i X+—»{x} proizlaze
njihove svojstva. O tome govori slijedeéi teorem:
Teorem 1: (a) x={xI +{x}, [x] =x - {x};
(b) og{xy<1;
(e) x-1<[x]€x;
(d) [¥T< x <[x] +1;
(o)} [k+x]=k+[x], kel
(£) IX) + (3] € [X +37 ¢ [xT «[y] +1;
() [X-3T% [xT -tyd &(x-¥) +13
(1) (X-LyIs (xy1& KIIF1 + [x) +Ly1, x,5€ R';

(1)‘-"[—[?—-] - [’—‘], nenN;

I

(3 [L/E] -[J-x-], xER; 2

X

Dokaz:

(a) Neposredno slijedi iz definicije,

(b) LR ] L 2 L ) Y *

{e) x—-lcg)[‘ﬂ +{x} -1 (EJ [x] ‘-E-:) X x-1o{x]<x,.
<Q

(d) [x] (:-'i:) x (& [x] +iﬁ(1%) (x2+1 3 [X¥1<€x<[x]+1.
<1
(e) k+x (a) k+ ([xT +{x}) = (k& + [x7) -+_-Lx’_}_{(g> [k +xI=k+[x],

¢l
keZ
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(f) [x v 71 87 + {xy + 133 + 3] () xy + ry7 +Lxy + {711 =
&2 ,
<l

B [X] +[FIE (x+7] S (xX)+17) + 1.
(g) x=(x-y)+7 (4;) E=F]+ [yl (XIS x-7Y +[¥] +1 =
3 [x-F]g] ~(yIS[x-7] +1.

m D o @ (pa 1w A1) »
DLy € xy & (ex1 +1)(0Fd +1) =1 = [x}Ly] + [x] + [F] =
> (09 £ %7 g DAL+ Ix2 + [3], X,7ERG .

(i) Prems teoremu o dijeljenju vrijedi:
Y[XleZ, YneN, 3J1q€ez, 3 !r&No, Ogrén=-1, [xi=ng+r {},.

Udavde Je «(8) I%3 + {x}(t)(nqa(r) + {x} =ng « (r+{x¥)  (ex),

€lU,n)

pa je [X] (49 [&‘L*.E.L’E}. g Zxdg (8, _r_t_{zc,},}(g)q.
[n] n ] [. n ] . Lfl_,
Kako je i [-Eli](f) [mr:_r] = [Q+§]=q+LfEl 1)) a,

<1
tada Je [-]:;—J} =l::(—1], nég&N.

(j) Neka je ne.:s_rx‘c(rul)2 -n2+2n+1. Tada Je:

22 g rx]+ ixy<(a+ 12, wP<x] ¢ 12, ngTx <nel,
[ViX3] =n, '

a 5 druge strane je n€vx<n+1, [(X]=n,
ra de (Vo] =[]}, xer).
2X+2

Zadatak 1: RijeSiti Jednadibu [—3—1 =%, XER,
RJegenje:

[szﬁ] =x > x=ke? (¥).

¥

Frvi nadin:

Tyoy? H2-1cx<s82 s o ox-1exgonid -2x »
TRl e <

+ <1<xg2 % xe {0,1,2},

Drugi nagin:

Tl(d) ® x< 22‘.5‘:.2_<x+5 ’-3 D 3x 2x+2< 3x+43 I..;x..g >

S 5 =
s —2<-xcll(-1) » -1exge B xef0,1,21.
Treéi nadin:

o >33} - 252 (2] 0 2522 T 22y,

7 *
- gﬁe[o,l) % xefo,1,2} .
Izvriite pokus.
Zadatask 2 {Opéinsko natjecanje SR Hrvatske, 1982,): Rijefiti

Jeanad¥bu [Eil] - %L, xerR,
Rjedenje:
%].% > 5loxez 5 x-2xles, kez,

keZ
Supstitucljor x = 2k+1, zadana JednadZba postaje [2k+2] =k, Nje-

na su rjefenja (prema prethodnom zadatku) ké {0,1,2}, pa za
rjedenja zadatka dobivamo 13{1,3,5}. Izvréite pokus.

Zadstak 3 (Opéinsko natJecanje SR Hrvatske, 1986.): Rijediti

JednadZbu [%?] =X=-1, X€R.
Rjedenje:

2
%’5—] =x-1 & x-lokeZ » x=k«1€%, k€Z (%),

keZ (T d‘)
Iz zadane Jjednadibe dobivamo: [x—2 +x_'2+2] =x-1 -bl( T x-24

(] e o [l 2 RO ez o o

D x+2L7< 2x+l D 2<x55 (% x€4{2,3,4,5}. Izvriite pokus.
RijJesite zadatak supstitucijom x =k+1,

Zodatak 4 (Republilko natjecanje SR Srbije, 1989.): Rijediti

Jednadibu [51563] -—32{5;2, X ER,

Rjegenje:

§+6x] 15x-7 . 15x-7 _ K+
= Eod =keZ s x-%sz’ ke? (*)‘
kel 6 ( 5 Ge X+ 1 N :
+6% *
Ti(a) D ¥ <A kel %) k(—-eiﬁ kil 3> -3$k<Ig .

> ke{O,l}.(:Q xe{vi?;.g}. Izvréite pokus,
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Zadatak 5: Rijediti jednad3bu [gl‘sti] ; [i’fs-z] =%, X€R,
RJe3enje:

wax 5> x=kez (x),

kel

Ti(eyd -1 H -1 BB s - faxc B W

(‘5) ¥ €£4{=3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6}, ali jedino xe{-2,0,2,4,6}
zadovoljavaeju zadanu Jednadfbu. Izvriite pokus.

Zadatak 6: Rijesiti jednad¥bu [Eﬁf—aﬁ] i [ﬂ‘g}-} =#, XER.
Rjedenje:

{110"5*—1] +[4—xg-l] =2’§'—4 > 5’-";‘—“-1(&2 > x=2% yez pa za-
' keZ .
dana Jednadiba postaje [glfstﬁ] + [9-1{%2] =k. rrema prethodnom

zadatku Je k€ 4{-2,0,2,4,6}, pa je xe{- g, & 2, 2, -252- .
Izvr3ite pokus.

Zadatak 7 (RepubliZko natjecanje SR Srbije, 1988,): Rijesiti

Jednadzbu {x} -x—”ﬁ')l-(ﬁ)-, gdle je {x) =[x+ %J %

Rje3enje:

(x) =[x 1] [¥1, 2a x¢€ [O,]E‘)
X)) m= +
ST B iy 2 wé C 3,1).

Ix} -L[_’E&L(El > 10{x} = [x] + {x} + [x} + (x) &

& 9x} -2(xT - (x) =0 {(*), :
1%) {x}e {0,530 (w0) & ()= [x) B 9 -2xI~x1=0 »
3 B0d s [x] (n;) x1=3{x} ¢ [0,3) 3> Ix]y =0g [O,Z) A

Al =1€00,3) 5 {x}; =3[x1; =0€ [0,}) A ¥}, =3ix1, =
.%é[Og%) P X = X)) +1{x} =0+ 0«0 A Xp = [XIp + {X}y =

= 1+% = g.

2%) (e(5,1) (oex) B () wrxl1+1 B Ofx) w2 (x) - x1 -1 =0
> 9bd 30100 U osix -Ler3-Ls-h (2%
S 0 =2e(£,5) 3{x} ~3(x1 +F=5+§=Lel3,1) 5 x-
= O+ g = 52

Dakle, rJeSenj]a zadatka su xe{O,g,%i} .

e
Zadatak 8 (Kanada, 1981,): Dokazati da Jednadfba
[x) + [2x] + [4x] + 18x] + [16x] + [32x] = 12345 nema rJedenis u
skupu K.
Dokaz:
Iz n[x)< (K] £nlxl+n-1; ne N (dokafite to 1) slijedi:
Sa [x] + [(2x] + Ux) + [8x] + (16x] + [32x)150(xT + 2Ix) +4[x] +
+ 8[x] +16MxH 320x7 =63(x] L S<x]+2(xT+1+ Bx) +3+8[x] +
+ 7+160x] + 15+ 32[%] +31 =63[x] +57, t§. 63(x]1L S5 63[x]1+57.
5 druge strane je 12345 =63.195 + 60, pa zadsna JednadZba nema
rjedenja.

Zedatek 9 (Austrifa, 1973,): Rijediti jednadibu
1o gxel] ~HIoX yen,

|2 =
Rielenle:
x#1.
1-x+1) -f:—j_‘ﬁ s Jx=1 (- x+10) = ={x} &>

@ x-1{lx+1] ~1) e{x} ().
19) %6 (-0 y-1) _
(#) & (~x+13(-%-2) =Lx’_}1 (¥%) $-x-2>0 3 xe(-w,2],
>0 i 20
1%1) x -2 Je rledenje Jednadfbe {m#),
192) xe£-3,2) 3 {x} =x+3 (D) (2-2)(x42) =x+3 > 32 =5
3 x=—5e[-3,2). i
1933 XE{=00,-3) & (x-1)(x+2)> 4.1=4é{x}6[0,1), pa
JednadZba (w#)} nema rjedenja.
2% xe [-1,1) _ _
(%) & x(3-x) =‘{_:‘:L(aw*) 3 x;o}ﬁ}xe [0,1) » {x}=x (*2%)
(exn) b0 z0 x <1
B2 x{l=x) =x [:(1-x)£0 & x=0¢ [0,1).
3%) xe(1,0)
(#) »x(x-1) = {x} (ew%%) . No keko je x(x-1) > %12 {x},
JednadZba (x#x¥} nems rjeSenja,
Dakle, rjefenje zadatks su xe{—\fé. -2, 0} .

Zadatek 10 (SFRJ, 1989.): Odrediti prirodne brojeve n za koje

vrijedi jednakost [éfi:l + [2/_2.] t oae + [%] =2n.

Rjesenje:

n =3% madovoljava zadanu Jednsdibu [5\/1] + [%] free * F—ﬁi} =

= 66 (provjerite to 1),
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Za n=3%%+k >33, kell, zadana jednadiba nema rjesSenja jer Jje

66+ [ijﬁ.] Fose + [é\/H_"k]>66+2k' zbog [éf}_i;] Howisn & [3155”:]

>3+3+loc +3 =3k 2Kk,
T

snalogno se pokazuje da zadsna JednadZba nema rjedenja ni za
ns53.
Dakle, rjeSenje zadatka je n =33,

Zadatak 11 (Engleska, 1975,): RijJesiti jJednadibu

4]+ [32] + oo o [4F2] <00, xen.

Rjedenje:
3 3o e 3 _ - i
Za k=n"+r, 20, ti. "< kS (n+l) " -1 Je [k] =n, pa imemo:

[+ 4] o (50 T A BT
+ (P-\/-.] [f + s +{—/2_é]] Foaos +( [—‘/(;“_3 [wr‘(x—l)3+1]+
e BfOA)) - ([§\/_5] (3] +...+[-.,/(1:+1)3

e & 33
(k+1) -1 - (k l) = 51\: +3k+1 51-

£-1

= 57 GETEKkeLE (F).

Iz (#) izlazi da je 85 a7, B, =38, 8z =111, § =244, ...,

a odatle Sl r 82 + 53 + Sq_ = 400G,

Na osnovu toga, 1z zadsne Jednadibe slijedi da je x-1=14, tj.
X =5,

Zadatak 12 (X1 Kievska matematika olimpijada, 1971.): Rije-
§iti jednaaou 2% <1 .2x, xeR.

RleSenje:

Dijeljenjem zadane Jednadibe sa 2, dobivame 20x1 _]_' -%+x, tJ.
2[1(]'—1 - % wxl 4 {x} .

Za [x]¢ Z\ Z{-1,%3] JednadZba nema rjelenja jer Je tada njena
liJeva stranas veéa od desne strane.

1% m1=-1 3 2"2=%—1+{x} = {x} =§ 2 x=[x] + {x}=- %.
29) x1=0 2> {x}=0 =) X =0,

2%y x1 =1 = {x} =~ 2(0 Bto Je kontradikeija sa Tl(b)'
40) [x3 =2 @){x}“'g"-o ' 1Y %9 (2] 8] 1y *
59 tx1=3 > {x}sk > x=4.

Dakle, rje3enjs zadane JednadZhe su x €{- l]f' 0, Z} .

. -
Zadatak 13 (Opéinsko natjecanje SR Hrvatske, 1981,): RiJediti
sisten JednadZbil: x+ [y] + {8} =2,7; {x}+7+ (&) =4,3;
[x] + {3} +2=3,83 x,7yZz €R.
RjeSenje:
Zbrajsnjem zadanih jednad¥bi dobivamo 2(xs+y+z) = 10,8, tj.
X+F+E = So4e Odugmemc 11 od posljednje Jednadibe redom prvu,
drugu, odnosno treéu zadanu jednad¥bu, dobivamo {y} + (z21=
= 2,7, [x1+{z} =1,1, {x} + [y] =1,6, odakle Je [2] a2, {7} =
= 0,7y [x] =1y {5} =0,1, [7] =1, {x} =0,6, pa Je x =[x]+{x}=
= 1,6, ¥=[7] +{7} =1,7y % =[2] + {2} =2,1. Izvriite pokus.
Zadatek 14: RijeSiti sistem jednadibi: 2 O .2\f_- ,/_

5191 3 x32 = 34 Xy3ER

Rjesenje:

2 2 . \f_}’ {2(ﬂ+ﬂ§_23/2 [x1 + {7t -1+§} >

3071 b3 501 +{xY L p-1] 2 (71 +4x}¥ = -1

tx] =1, \f_— 2} >'{[X]=l, 1'3'}=%

(¥] =1, {x}%=0 [v} =1, {x}=0

Izvriite pokus.

Zadatak 15: Rijesiti JednadZbu [3x2-x]=x+1, %XE Rs

Hjedenje:

[3::2—::] x+1 » x+l=skeZ b x=k-1€Z & 3x ~XEZ ['Bx -x]=
keZ

= 3x2—x ty 3x2-x =¥x+1 (na osnovu zadane Jednadibe) =

D Fx°-2xil=0 % x=1€2Z.

=5 X=1l, F=~- z.

Zadatak 16: Neéi realns rjefenja Jednad¥be [(x-l)a] %] .

RjoZenje:

Frems Tl(d) za svaki aeR vrijedd (pl£a<(al+1 (1),

a iz [al =[b] 1izlazi ja-bl<cl (2} .

Sada iz zadane Jednadfbe izlazi I(x-l)a-—xlcl, odnosne

-1 <x°-3x+1 <1, odakle je x &(0,1)X2,3).

1%) Za x €(0,1), tJ. O<x<l Jo -1<%x-1<40, a odavde
O«’.(x—l)é £1, odnosno ['(x-l)2] = 0. Kako Je za x & (0,1} 1
[x] =0, to zadanu jednadfbu zadovoljavaju svi x €(0,1).

2%) Za x €(2,3) je [x1=2. Nadalle se mole pisati x=2+a (3),
gdle Je a€ {0,1) (4}, pa iz zadane Jednadibe slijedi

FRGOETES akEs [(1+a)?]-2, odnosno prema (1) 25(1+a)2< 2, Rjedenje ove
ZVTE D ” .
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dvostruke nejednakosti je a ¢ (-1-3,-1-Y2)V(=1+y2,-1#/3),
Pa je na osnovu (4) ag¢ (—1+\f§,—1+\f3-), a odavde prema (3)
xE (1‘*'\/5'1"'\/?)-

Dakle, rjefenja zadatke su svi x¢ (0,1 )U(1w/Z,143) .

Zadatak 17 (Republilko nstjecanje SR Slovenije, 1987,): Naéi
sve prirodne brojeve n za kode je cijeli dio broja n2/3 prost
broj.

RjeSenje:

Neka Jo n=3kery kEN,, re{-%,o,l . Tada je n°=9k°+bkr+re

Bres® e ok s K(3ke2e) + e (SI=xGri2r) (0,

Za k >1, tJ. n>4, [-n?-] nije prost broj. lako ss provieri da
ne{%,4} zadovoliavaju uvjet zadatka.

Zadetek 18 (Svicarske, 1982, ; Engleska, 1984. ; SPRJ, 1987.):
Dan Je priredan broj n., Odrediti broj rjefenia Jednadibe
xa—[x% =(x-[x’l)2 zz2 koje je 1<x<n,

RjeZenje:

x5 ) = (=012 e (Ix] 4x3)? - [(0xT+ 121 = =3P
=y x1Z020w1{xy + 32 - [0x0° + 201 4% + {5327 = (K2 &

&> [:r:]2 F20X) {x} - {x}g—[2fx1{x} + {x}‘?]-{} £

@ 20xT{xy = [2rxT{x} + -{x}aj e Efx]{x}&No =

2ix] -
&) {x'_l,e-{b, 2__[1}c3' “___Lcax]""' T—H}gﬂl %

Ze svoki [ € [1,n-1] imamo 27x] moguénosti za {x}; a 2a [x]-
= n samo jednu {x} =0, pa imamo 2.(1+2+,..+(n-1)) +1 =

= g,E(.lei)_ w1 =n2~n+1 rjeienja zadane Jjednsdibe.

Zadatak 19 (Republifke natjecande SR Bosne 1 Hercegovine,
1988, ): Koliko ima prirednih brojeva n <1988 za koje vrijedis
[Eln 7
Rlefenje:
Neka je [{A]=k¢eW. Tada je kSVHE <ksl, Koen «(k+1)2 = k% 10K
+1, n=k"p,0<p<2kil, pa izlazi

il
k= [YA]|n=k"ip 5 k[p<2kil & pef0,k,2k} &
&= ge{k vE +k, k" +2k}, Za k ¢g{1,2,...§43}é pe{0,k,2k}, je
n=k"ipcl988, a 2a k=44 Jo pamo n=k"=44 < 1988, dok za
n ok ik =485 84 1 n=%%42k = 44°,0.44 je n vedd od 1988,
Dakle, ukupan broj prirodnih brojeva n, koji zadovoljavaju
uvjet [MI|n, Je 43.3+1=130.

PR
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Zadatak 20 (Republilko natjecanje SR Hrvatske, 1986,): Doka-
zatl da za sve pozitivne realne brojeve x i sve prirodne bro-
Jeve 4 1 n vrijedi

[@"x3 ~ a8 Ixy = {a(x - rx1) T -4+ L4 N(x - rx])] .«

Dokaz?

ta™xy - d-0a® Lx 3= [@%(rad + {x%)] = d-[a™ 1 xT + {x})] =

= [a%(x] + a™x} 7 - a.[a" T +a® Ny 1=

2 g+ (6™ xY] -dPrxy - ae[aPL{xy] =

= [a%x-rx]) -d-[a -] .

Zadatak 2] (XLIV Moskovska matematilka olimpijada, 1981, i
Republicko natjecanle BR Srbilje, 1987.): Dokagati da zs ava-

ki x¢R® vrijead [VivR71) = ((& 1

Dokaz:

Iz [FI6VE » [NIKIISWET O0).

DokaZimo da u (») uvijek vrijedi jednskost. Pretpostavimo
{(suprotno tvrdnJi) da postoji neki x>0 za koji vrijedi
I.'\/[’Ti—jlc[ﬁ]. Tada, uz oznaku [\![&]]-n, izlszi n+1£[\f§],
odnosno ng< JHET <nels (X |0, [\E]c(n+l)2$\[§ Gee)

odakle izlazi da [vX] nije najveéi cijell dio koji nije veéi
od yx, 3to je u kontradikciJi sa definicijom najvedeg eljelog
dijela,

Zadabak 22 (Austrija, 1984.): Neks Jje a pozitivan korijen
kvedratne jednadfbe a®-a-1 =0, Dokazati da za svaki prirodan
brod n vrijedi Jjednakost [_'aen] =afanl]+1 .
Dokaz:
Zadsnu jednadfbu moZemo plsati u obliku ae =a+l (), cdnesno
258 = 1 {(%%), pa imamo: [a(an]] - Caen',l (g)CaCan]:l - [(a+1l)n] =
= [aranl] = Fan+n] T1(e) 2 T1(e)
= = [aran)] -fan] -=n = [aCan] -
~ [em)] ~n=[(a~-1)lan]] = n,
Gstaje Jod pokazati da Je [(a=1)lan]] =n-1 (xxx),
Tl(c) 5 an-1 £ [an] éanl-(a—l) £(0,1) 3>
= (a-l)an-(a~l) £(a-1)}[an] < (a-1)an =
<1
5 (2-1)an-1¢ (a-1)an—(a-1)£& (a-1) [an] £(a-1)an C'a)
5F et (prema (%))
*3) ne1< (a-1)fan] o n€(a-1) fand  (eemn).
e, s druge strane je n=(a-1l)an (a-1)fan] (wwws#), pa i-
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n-1< {a~1)Tan]l £n {Jer jJo 8 iracionalan broj) izlazi da Je
n-1 = {{a=-1)ranl], &ime Je (axx), pa stim { tvrdnja zadatka
dokazana.

Zadatak 2% (Republifko natjecanje SR Slovenije, 1985.): Doka-
gatl da za svak]l x&R 1 svaki ne N vrijedi

x] +[x+3‘-1-]+ —_— +[x+%] = [nx] .

Dokazs

Zbog {x}e [041), postoll ke [O,n) takav da Je

{x}e[k ) k) (*). Tada iz ['x+%]-[x+§]-...-[x+£-n'5-]-[x]

i [x+r—‘=§41]-[_’x+ -I—I-:E-J'-g]-...-[x+9-_i] = [x] +1 izlazi

[x1 +[x+%]+...+[x+%]+fx+n"k+l

o (D-k+l)o[X] + (k=1)o{Ix] +1) =na[s] +k~1, B d.ru%e strane je
trx] = [n{rx3.+ {x})] = [nfx) +n{x}] =n(x] + « (0] Enrx] cx -1,
Zime je tvrdnja zadatka dokazana.

]+.l. +[x+——]'

Zadatak 24: Dokazatl da za svakil x €R vrijedi [x+ é]:[Ex]—Ex].
Dokaz: )

Neka Je x = [x] +{x}. Za 0£{x}< 5 Je Dx+51=[x]1 1 [2x]~[x]=
= 2[x]-[x] =[x, & 28 5 ©{x}<l Je [x+ £J=rxI+1 i

[2x] - [x] =21 +1-[x] =[xT1+1, pa je tvrdnja zadatka ofi -
gledna,

Zmdatak 25 (AustriJa, 1974.): Dokazati da zz svaki prirodan
bred n vrijedi Jednakost [+ Jorii=[\JBn+2] .

Dokaz:

un(n+1).¢(2n+1)2[ 3 2fn{nel) < 2nel > (\ﬁi+\{r_1:—) =204l +
+ 2yn(n+1) ¢ (2n+1) +{2n+l) =80 +2 > (i + \t‘n__) & 4]
o JE+Jorl afineZ = VB« /orllg (fBne2],

Ostaje JoS pokamatl do nejednzkost nikada ne vrijedl. rretpo-
stavimo (suprotno tvrdnji) da postodd negl ga koji je

[T+ Jorl]1<[Vin+2], Tada postoji mé N, tekav da vrijedi
8 + o+l <ms JEn+2. Odavde kvadriranjem slijedi

2n+l + 2¢yn{n+l) <m2 402 ]-En—l >

» 2/n(n+l) (m -(2n+1)42n+1 ’

3 4n(n+l) < (0°-(2n+1))2 & (2ne1)2 =>

3 4n(n+l) < (@2-(2n+1))2 < dn(n+l)+1,

Kako je (me—(2n+1))eeN, tada Je m"~(2n+l) = 4n{n+l)+l, tJ.

- 13 -
m2-2o(2n+1). Desna strana poslijednje Jednakosti Jje djeljiva

sa 2, & ne s8s 4, s kvedrst prirodnog broja djeljivog sa 2 jJe
djeliiv sa 4. Na taj nadin dolazimo do kontradikeije.

Dakle, uvijek vrijedi {yf+/n+l]=[4n+2], neN.

Zadatak 26 (X Medjunarodns matematiZke olimpijada u Moskvi,

1968.): Naél sumu i

[E%l] + [—Qﬁg] teew + I:gf:%—] +ses 2z gvaki prirodan broj n.
Rjedienje:

3 n+ai] s 1 1]@;& nq_r_n_j
€N, [EFI LeTv T2 iZEN:o “5{] E?;I)ﬁn]

=0,

[ —)

er je lim -.—-In
3 a i+ [21+
Zadetak 27: Nadi sunu [_‘{ﬁ] + V214 [ﬁ] 4+ saa + [v‘na—l] jn €N,

RjeSenje:

2 [Jl?] & [Vk2+1J Wi [ (k+1)°- ] =k izlazi
[\{l;z] + Nk 1) % ven s [\j(k+1) 1l w (2k+1)k, pa imamo
X 42k
01+ 08I+ [T+ wew + [N 27 = ({17 + £V2T + [VB1) + ([VRT +
Foant BI) + weu s € [\J(n—l)QJ +]'_.{(n-1)2ﬁ. 1+ -0 +['q,1'n2—1 D=

-1 -1
. }!1_3. (f\flzzj + [Jk2+1] Foess + [./(k+1)2-1]) =§: (2k+1)k =

= 2 q X° 4 k : Tk = E-E(n—l)n(En—l) +2(n—l)n —Bn(n—l)(l’-l-n+l)

Zadatak 28: Ako su x,y €RY, tada Je [2x]+[2y]3 x]+Ly]+Dx+y]«
Dokaz:

Neka je x = [x] +{x}, y=[3] +{3}. Ak6 Je [x}+{y} < 1, tada je
[2x] + [23]2 20x)+ 205] = (%] + L3) ) + { [x] +|:y]) = [X]+{7] +x+y] .
Bko Je fx} + {3} 21, tade Je {x}2 3 111 {s}z 3, ti. 20321
111 2{y} 2 1. Neke je na primjer 2{x} 2 1. Tada Je [2x] + [2¥]>
22T +2+20F) = ([(x3+L37) + ([xT+[y] + 1) = [xT+L3]+ [xsy].
Zadatak 29 (XII Kievska olimpijada, 1972 ; XXXV Moskovska
olimpi jads, 1972.): Neka su s,b medjusobno proati prirodni
brojevi, pri Zemu je a >b. Irovjeriti Bto Je wede

2 [g] o (2]
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Rjesenje:’
LkaJ _ka _ {ka]}
BT %—, za k4Lb
ii{a,p)=1lA a>b > {Ebﬂ -
0, za k=b
B b b=-1
kz::l [_l_iﬁa_] ” E 5.551 5 kzl tl: b(b+l) S. _{b~ lJb %-%(ab+a-b+l)

a b a
kbq 1 ka kb
Analogno izlazi ¥ [ER] = 5(eb-a+b+1l), pa je 5 [5¥]- 57 [£2]=
=Tl ' e &l

b a

ka kb
= 8 -b>0. Dakle, 3. [58]> ¥ [£2]

’ k:l[T k=1 2

Zadateak 30 (SAD, 1975.): Dokazsti da zs nenegativne brojeve
X,¥ vrijedi nejednakost [5x] + [577 2 [3x+y1+ By+x] »
Dokaz:
Oznac':.’l_.mo (%, 5)=5%]+ 53] ~[3%+7] « 3F+x]-X]-(7] 1 doka#imo da

Je £(x,7) 20 za x,y2 0.
Heka su x,y € [Cy1)}. Pretpostavimo (auprotno tvrdnji) da je

£xy3) 40y £3. [5%T + [5y] - 3% +3] - [3y+x1 £ 0, Tada je £(x,y)¢

-1 (zbog f(xyy)€ B). Nadulje Je £(x,¥)» (5x-1)+(5y-1)-
-(3x43y)-(3y+x) = x43-2, odnosno (zbog flx,¥y) £-1) x+y-2 &-1 ,
tde ¥4 1-x.

Hez smanjenja opéenitosti, pretpostavime da je x<y. Tada je
[5x1 - [3y+x] 2 (557 - L4y]1 20, pa Je [5x] - (3xayd = £(x,5) -

- (L57] - D3y+x7) & -1,

3 druge strane je [5x] - [3x+y]>f5x] - 3x+lex] = [5x]) - [2x+1],
pa Jje [5x] ~ [2x+1]1 &=1, tJ. [5x] < [2x%+1T, cdakle Je 5x < 2x+1,
t3. xé%’. No tada Jo [2x+17¢(2.3+1] =1, t3. [5xJ<1, od -
nosno x £ .

Iz [5%1 ~ [3x437 £ -1 slifedi [3x+y721+15x1=1, a odavde y 2
> l—3x>§ i [59]22. Primjetimo da Je {5x+y]£[5-% +1] =l
Ako e y <g, tada Je 5y+x<3.1+5=2, C3y+x3€2 1 £(x,y) »

= [5x] + [57] - [3%x+y] ~ [37+x] 3 0+2-1-1 =0,

Bko Je y 22, tada fe [5y123, [3yex]=[yrxs2y] € [ysx] +252,
flx,7)> 0+3-1-2 = 0,

Dakle, f(x,7)20 za x,ye[0,1).

rodto Je funkcija f{x,y) periodiZna sa periodom 1 (provjerite
to 1), tada je £(x,7)20, ¥x,7€R} .

e o,

- 15 -

Zadatak 31: Ako se prirodan broj k moZe prikazati u obliku
k=n+ [,!'ﬁ+%], nEN, tada k nije potpun kvadrat ni Jedncz
¢ijelog broja.

Dokaz:
Neka je k= n+[q’_+2] Tada .je = k-n:[y’ﬁ+2'], pa imamo
mé\fﬁr2<m+1, m—z 4v"<m+z. 2—m+%|-_:§n<m2+m+%,

0% -1 <n <m2+ e+l, m24 n+m <.m2+2m+1, n°< k< (m+1}2,

ps k nije potpun kvadrat ni jednog cijelog broja.

Zadatak %2 (Republilko natjecanje SR Hrvatske, 1984.): Neka
§o p prost broj vedi od 2. Dokazati da je [(2+y5)P]- 2P+l
dleljive sa p.

Dokaz:

[(2+{53P] = [(2+/5)P + (a~¥5)P], (@+B)P +(2-{5)P m ... =
= 2020+ (B)2PPu5 4 (R)e2P 5P 4 e 4 (B)esP ) Ry 2 )
{jer je p neparan broj).

Za k=1,2,.0.,25% go () .P-(l“—lgxﬁ&l djeldivo sa p

(Jer brojnik sadrZi p kso fsktor, a nazivnik ne), pa imemo da
Jo [(21f3)F] - aP*L = [(2/5)P + (2+5)PT - 28+ () 2u( 2P,
+ (S).QP-2.5 i e g (pgl),5(P-l)/2) _ep+l‘_-(§)'2p—2.5 e

+ (225012 qge1ive sa p.

Zadatak 3%: Neke je mgN, Fizovi KyaXoperny Fyg¥naeee _defi-

nirani su na slijedeéi nadin:
X+
Xy =m, ¥ =1, v ¥, =[-—2——], Tl ™ af el n+1]‘ Dokezati das Je

min {xl, XoseensX b= [YE].

Dokaz:

DokaZimo prvo da Je x > [ym], yneN (%),

Dokaz provodimo matematiikom indukeijom.

{a) Za n=1 tvrdnja vrijedi.

(b) Pretpostevime da tvrdnja vrijedi za me=k, tJ. da je
x. 2 [Vm], odnosmo x) = [yE]+x, r20.

(c) DokeZimo da tvrdnja vrijedi i za n=k+l, tj. da je 1

k+%/)[r] [ 1 I 12 |Qm]2 2°
Yz (b) pr izlazi da Je = 2 i = =
z prve izla Ty [‘!_] [NE] 1> [ = ]

={fyml-v}= [(Val-r, pa imamo:
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et k]>[f~,[1_n]+r+[{ﬁ]—r] (Val.

Teo1 =

Time Je tvrdnja {(#*) dokzszana.
Ostaje jod pokazati da FteW, x = o] (ex),
Pretpostavimo (suprotno tvrdnji (w=)) da Je za svakl seN,
x, > yml. t3. x, = {{li]+r, T 21, Neka je nadalje m= [{r‘n‘]‘?+p
gdde Je Osps2[ym] (jer u protivnom za p22[ym]+l izlazi
n> ([ym]+1}c, 3to ig ofito nemoguéa). Tada je

" S Bz, 51 +20yE14 (LETRL)Z S -

7s Ec\ﬂﬁhrj [[3["']+:|:' : CyET+1 3=t £VE]+L 1-LEiRze)
= [Vml+l, tJ. ¥ SOmT+1.
Iz y < VT } < I+ =x, izlazi tada o4 Xy 8 odatle

Xty 2xs
Xg, =[—5=]al77T=[x 0 =%y tle % 1<%,y Bto 2nedl da Je

niz Xj,%5,4.. strogo opadajuéi, pa (uzevEi u ocbzir (%)) mora
veijediti (#u).

Teorem 2: Ako su n,ké& N, tada je ['_E] Jednako broju svih vife-
kratnika ve {1, 2,...,11?; broja k.
Dokaz:

Neka Je n=kq+r, qyv €N,y O£r<k, Tada su viSekratnici bro-
Ja k: k,2k,...,q9%, tJs ukupno ih Je g. 8 druge strane je

-] [a El-a+{E]- .
Zadatak 34 (SFRJ, 1988,): Ako je n prirodsn broj veéi od 1 za

kogi vrijedi [§1 +L57+ ... +021- 2+c‘—‘ii:|+r_ ]+...+|:P-I]

onda Je n prosgt broj.
Dokaz: . o o, s k.{'n
Frema teoremu 2 neposrednc slijedi da Je [E]—[—E]ﬂ= { %)

1, za k|n
Sada imsmos:

[I-]+[2]+"'+[3 2+E ] [T]+...+[p:%] &
& n+52]+...+{——I]+1-2+(n 1)+[—-2_.]+,“+[ ] &
® (151~ 5% ])+([3]—[T])+'”+([_'I] -2 ]),0 o

O -8 -0, yxe {2,3,.cpn-1} & wpn, veel2,3,...,0-1}6
& n je prost broJ.

- 17 -
Teorem %: Neks Jje n priroedan broj, p prost broj i a najveédi
prirodan broj za koji vrijedi p%|n!. Teda je
n n n
a= ['5]+[;g]+[';3']+---

Dokaz:

Frema teoremu 2 broj viZekratniks brojs p keji nisu weél od n
Je [ ]. Analogno broj viSekratnika broja p kojl nisu veéi od
n je fﬁﬂs broja p [-33,... Oclto je da za p° > a, ienN, iz -

lazi da_ Je [—Ea-jau, je LA
P

Sada je tvrdnJs teorema odigledna.

Zadatak 35 (Republilko netjecanje SR Makedonije, 1986,): Sa
kolikeo nula gavrdavz 1986! ?

Rjegenje: -

Neka su a 1 b najveél eksponenti baza 2 1 5, tako da su 2% g
5b godrZani u 1986! . Tada je prema teoremu 3;

a = (22887, [l;%’é} % worswid [lz%g] = 99348964248+ 124462431415+ 7+
+3+1=1980, b~ (23887, [lggé: — rlgiﬁél = 39747941543 = 494,

pr 21980, 5% yoge1, £y, 10%9* 19861,
Dakle, 19861 zavrSave sa 494 nule.

19901 x
Zadatak 36: Dokazati da Je —97;213?-5 prirodan broj.
5. -
Dokaz:
Neka au g,b redom najveél eksponenti baza 3 i ?, take da su
28§ '? sadrisni u 1990!. Tada Jje po teoremu 3:

a = [1%5] [—32—] e {—2;2—] - 663+221+73+2644842 = 991,

b= 232 [l;lgﬁg . [lggﬁj = 28444045 = 329, pa 379%.772%|19901,
991 329
1 01 . 71 4
Gdatle izlazi da je 79'9‘8'9_32'5 J’—gw?—;g;-ﬁ-? «n (ngn)
3777, 57777
prirodan broj.

Zodatak 37: Dokazati da Je {1990+1).(1990+2)...(1990+1990)
djeljive sa 21990, 8 nije djeljivo sa 21991.

Luka Celikovi¢: Funkcija "najvée cijelo"
http://public.carnet.hr/mat-natj




- 18 ~

Dokaz:

(1990+1)+ (1990+2) .., (2990+1990) = 1991.1992, , . 3980 = %%%%’r
Neka su a,b najveéi prirodni brojevi takvi das 2a]1990! i
2b|5980! + Tada Je prems teoremu 3%;

a-[l%?g]+...+f—;-g%9], b=C-7’-928—O']+E}—3893+... +[§%$} =

- [19901+£i92993+...+r£-39]=1990+a, pa e b-a=1990.

Dekle, 21990];338.}., o 219912000

Zodaguk 38: Neka 85U &) Toyeee P nEN § Xo4lpristry, =10,

Tada Je P | R clo broj.
rllral ...rkl

Dokeaz:

Neke je p prost fektor broja n i & najveél prirodan broj za
koji p%[n!. Tada je prems teoremu 3 a= [‘%} ¥ f-nz] toaes®
e

Neka je nadalje b najveél prircdan broj za koji pk[rll eonlyls
Tads fe be 3o (Ck] sr bl e o) <[5 21003 T3
ada je b = —=] +[ *aen )i -]+ + aae 3
&Pl R Y 2 e
n n
=[13]+[;2']+--.-8., ‘tj. b_{-‘ao

Keko to vrijedi zs svaki prost brej p, tvrdnja zadatka Je do-
kazana,

gzadatsk 39 (Kanada, 1985,): Dokazatd 2°71{n! e ne2® 1 xen,
Dokas:
Neka je n &N, 2°2n <21, preme teoremu 3 eksponent beze 2 u

ksnonskom rastavu n! Jje E%] i +[-—’%—]‘ pa vrijedi
2
2n-1|n1 > 1:‘2‘] T +[-2%] 2n-1  (%).
Neka 2n‘l[n! . Tade prems (%) vrijedi ES] TP [-"l'] 2n-1, ti.

prema teoremu 1 n-l1 é[g'_h-... +[—n-E]f-2+ — +§.1§ - n-i(,l -1,

a to Je mogude samo ako Je [2] 2,...,[ ]--—-—, §to znadi da
2

2%|n  (wx). Iz (%) 1 (##) slijedi da je n = 2%, t3i.
dk =8+ EN, n 251,

.
Obratnmo, neka 3k €N, n=2"1, Tada jo (§1+... +[—]-
- 252, 241 a =n-1, Bto znafl da 2n 1| nl.

Zadetak 80 (XIV Med junarcdna matematilks olimpijada u Polj -
skod, 1972.): Dokazati da za svaka 2 nenegativna cijela bro-

Jamin broj % Je c¢lo broj.

Dokaz:
Neka jJe p prost broj 1 s najveél prircdan bro] za koji
a|(2m)1(2n)l « Tade je (prema teoremu 3 i prema zadatku 24)

a-Z:(E—:r} r 3)>23(r-f] + 512 [2P) «v, gage go b aag-

vell prirodan broj za koji pb]mlnl (m+n)l.
Iz a>b slijedi tvrdnja zadatka.

‘Zadenald za vieibau:

1) Rijesitl jednadZbu [x)=2. (R: x&(~{3,-V2IULVZ,V3) ).

2) (XTI Kievska mat. olimpijada, 1971.) Rijesiti jJednad¥bu
[x]+Jx- fxl=e, acéR. (R: x = [a] +{a}2 s 2ER ).

3) Rije¥iti sistem jednedibi: logs[2%-2)s1, tex-eign(-2,411,
x€R. (R: x=1fE),

4) Naél uvjete egzistencije rjeSenja jednadibe cax2+bx+c]-d.
gdje je a0 3 d€2. (B: Za a»C Jedn, ima rjedenja skkeo

2
o [~ 548074, dok s 240 akko jJe [- 2322SP1).

5) (Svesov]etska olimpijada, 1980.} DokaZite da posto:]i be -
skonedno mnogo brojeva B za koJe jednadiba [x /%4{3'5/2] =B
ima bar 1980 rjefen]s ze x,FE N,

6) (XXII Kievska climpijada, 1981.) Rije®iti JednadZbu
adn2x +[1’§] = cosgax. (R: xe{g,'rr,%@kﬂ),oskiﬂ-’s Ve

73 (Belgij)a, 1979.) Koji se prirodni brojevi ne megu predsta-
viti u obliku [n«VE + 5], gdde Je neN 7 (R: k=t°, LEW.,

8) Dokazati da Je [E]=a—;£, gdje Je T ostatak dijfeljenjs a
go m, a,m& N,

9) Ako je n neparan broj, tada Je [§]-Z5t

10) Dokezatl da Jje Ex1+X2+o . o+xnja [x1]+[x2]+- % +[xn]

11) Dokezati da Je [nx]> n[x], neN, 7
12) Nacrtati graf funkeije £(x) =[sinx]. (R:""r s 1518, 1 ﬁ"‘;).
bent,

X} [ e ]

Luka Celikovi¢: Funkcija "najvée cijelo"
http://public.carnet.hr/mat-natj




- 20 -

_ _
13) Ako je M{a,m) =1, a,b22, tada Je g[l-;&- .la-_l)z(s:ll .

4 8 12 2(p-1) +1
14} [i] +[§_']+[—i-)-]+... +[ p ] -[Er], gdje je p nmeparan
prost brod.
15) Koji eksponent ima prost broj p u kanonskom rastavu

™M 7 (R 21?:‘11).

16) Dan Je baskonafan niz brojeva 84,854ex2 Jednakostima
1=,
ay =k-1, kul,2,5,%, aEnl'a2n2+2 1a,, =05 5+2,

>3, Dokazati da je 1+ay, o =[3-2°].

17) [-(n-?;—l;}l)v] Je paran bro] za n>5.

18) .(Bugarska, 1983.) Ako brojevi a,b,c za ne&N zadovel]ava-
Ju jednakost fna] +[nbl} = [(ne], tada Je Jedan od brojeva
a,b cijeld.

19) (Australijs, 1988.) Neka je a najveéi pozitivan kori;jen
jednadzbe x —3x2+1 = 0. Dokazati da su brojevi [a ] i

(619887 ajeljivi sa 17.
20) Dokazati da za xeRo i neN vrijedi nejednekost

[nx']gp-fl.-n- E—%Q +aes + EC;IL]'
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