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PREDGOVOR

Ova zbirka sadrZi 360 nestandardnih zadataka iz podrudja
jednadzbi. Vedina zadataka je rijefena, a iza svakog dijela su
dani zadaci za vjezbu. Dio zadatak je uzet sa raznih natjecanja.

Zbirka je namijenjena svim ljubiteljima matematike, a
prvensiveno mladim matematidarima za upotpunjavanje mate-
matickog znanja, kao i za pripremu za natjecanje.
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nju zhirke,
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matematike CUQ »Bratstvo-jedinstvoe Beli Manastir, koji su ta-
koder pregledali materijal i dali korisne sugestije.

Nadalje se zahvaljujem lektoru prof. Evi Celikovic na ot-
Klanjanju gramatickih gredaka, prof. Josipu Peranu ng kucanju
teksta, Davorki Filipovié na korekturi, te radnim ljudima DP
»Slovo« Beli Manastir na Stampanju zbirke.

Zahvaljujem se i svima onima koji mi ukazu na eventualne
gretke,

Luka Celikovidé

-1 =
| - LINEARNE JEDNADZBE

-Jednadibu oblika ax+b=0, o,b &R {1), gdje ie.f nepozng-
nica, zovemo linearna jednadiba (sa realnim koeficijentima) sa
jednom napoznanicom.

Diskusifja rfeienja jednadibe {1):
L)

(a) a# 0= x= - Eb- {iednadiba je odredjenal,

=b=0=% x€R {jednadiba je neodredjena),

=0 i b# 0% ¢ (jednadiba je nemoguéa).

ednadibu oblika a X tax,t. . .+unxn=0, a, €R, -
_ b mon . '

gdje suv x, (i=§,2,...,n) nepoznanice, zovemo linearna jednadz-

be {sa redlnim koeficijentima) s@a n nepoznanica.

Zadacei:
~10 %=1+ x=15 _ x-1920
1) Rijediti jednadiby Siser + Toga * o Tegr = o +
x=198% x-1%9E5
+ T L o 5 , xER,
Rijesenje: G ) _
OI:uzmlemo It od svakog razlomka zadane jednadibe 1, dobivamo:
x=2000 G x-2000 _ x-2000 x=2030
e90- Tt 7983 0 R I
] + ] - ]_ - - ]_) =0
(x=2000{~yeeg~*--* 1535 " T5 " " T3

x-2000=0 (jer je drugo zagroda negativan broj)
x=2000.

2} Diskutirati u ovisnosti od o i b rjefenja (po x} jednadzbe

B £ beR, xeR.

3o -x b-x ' 9~ !
Risienja: ) o .
Zla x=30 ili x=b jednadiba nema smisla. Tokodjer za a=0 |e(:|.ncu:|zk
ba je nemagué€a, jer je tado njena lijeva strane jednaka nuli, do

desna nije. J 5 "
Neka je x#3a, a0 i x aj}. )
Izezadt:ne ied;udibe tada dobivamo: a (b-x)=2 (3a-x}, ti.
fa-2}x = a (b-6) {b). . a(b-6)

Zo a#2 rieienje jednodibe (b) &e biti: x = = {c),

pri ¢emu jof meraju biti ispunjeni uvvijeti (a}:
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Celikovi¢: JEDNADZBE Nestandardni zadaci za mlade ma _
Lk http://public.carnet.hr/mat-natj




- Hn

i i 273:; T x#£b
' ¥ 3a afb-8) .
a- L
a{b-3a} (1-
212 9 g !:;-30 £0
b7 3 be3a7 0
b# 3a

Dakle, za a#Q, a2 i b

#3a zadana jednadihbg img jedinstveno
riefenje x = E-Lb—é—é-) {odr .
o

ediend, moguéa jednadiba). Zq a=2 i

b=6premu(b)i(u)r" ja i 3

; - . Ie3enja jednadzbe su svi xeRN {5 -
?dred|evna jednadiba). Zg g=2 i b#&, ifi 0=0, ilj b=3{a }i {an;g
iednadibe nema rjelenjo (nemoguéa jednadsbag)

3} Rijediti sustav jednadibi 3
iy MREdyRa

5 1
ey b, 1 —2x+6y+}-= 8, x,yER.
Riéienje:
Supstitucijem u= L =x=-3 i

T s VEx-3y {1), zadani sustay jednadibi

relazj : =4, 2 - &ij
P i U sustav: Jutv=-4, Eu-2v- “5 s Bije je riefenje:

vry==1 (2). Iz (]j i {2) izlazi: x=2, y=1.

4) Rijefiti sustav jednadibi:

+ e
%y x3+...+xn_]+xn~l
x] Tt +x ]+x =
e el SRR
x1tx, x3+‘ +xn_.] =n, x.€R, i=1,2 sen, nEN,
Rieienje:
5 fitucij = i
upsfitucijom x]+x2+...xn—r dobivamo sustov jednadzb]
?-xi=|, i=1,2...,n, Sijim zbrajenjem izlazi:
!
et Dot fyotf, po i) -
En{n 13, tj. t =Ty ¢ PR iz x.=t=i {i=1,2, .., ,n) dobi-

¥amo rjeienje zadatkg: (n+1)
_ nfn W B
xi—mhl,lzl,z,...,n.

5} Rifediti sustav jednadsbi
B Wt e~
+ = = 2
X hxg ><2+x3-...—x100+x10T=|,xi€R, i=l,...,101.
Rjefenje:
Xphxgtotx, 00=0 (1),

-3 -

Zbrajanjem jednadZbi: x]+x2=1,...,x]03+x10]=1 dobivamo:
2 (x]+x2+...+x]0])—(x1+x10])=100, pa zbog (1} izlazi:
X v X0 =100 (2).

= =; = + S
lz x]+x2—x2+x3,x3+x4. x4+x5,...,x99+xloa Xioagtxygr 1z

x2+x3=><.3+x4,)(4+x5=:(5+xé‘,...:<98+><99=><‘3,9+x]0a izlazi:
X TXgFRE= e =Xy Rp=X =X Fun  TX gy adakle, zbog (2),
slijedis

x]=x3=...=x]0]= -50, x2=x4'—'...=x]00=5'|.
&) Diskutirati u ovisnosti od a riefenjo sustava jednadzbi:
ax_ + .t HwT x, =1

1 2 3 4.

xl+(]+u} X, x3+ x4—3

x* x2+(l+u)x3+ x4=4

x]+ x2+ x3+ )(4=||r xl,xz,xa,x4€R,a£R.
Rielenje:

Zadatok temo rijefiti Gouss-Jordanovom metodom eiiminacii'e.
Rietenja sustava iednadibi astat ée nepromijenjena, ake vr§|mo
elementarne transformecije sa jednadZbama: zamjena redos'lleda
jednadibi, mnozenje (dijeljenje} bilo koje ied.nudi.be n-eklm .
brojem rgzligitim od nule, te dodavanije (oduzimanje) bilo kojoj
jednadibi linearnu kembinacijo ostalih jednadibi.

Zbag {ednostavnesti pisanja koristit €emo tzv. matri&ni cblik,'
pri €emu €e elementarne transformacije po recima predstavljafi
elementarne transformacije sa jednadibama.

a 1 1 11 |-V a-I 0 0 O §0
1 1+a 1 1 i3 (1I-V | O a 0 02
1 1 1+a 1 P4 {1=-1¥v | 0 0 o 0 i3
11 1 1 i) 1 LI I U
1°) a=0
-1 0 0 0 'U' -lx|+0x2+0x3+0x4=
H =2
0 00 02 e Ox |+ 03, *+ 0x 4 Ox
c & 0 0 j 3 0x1+0x2+0x3+0x4=5
b1 o1 Dx#Txpt Txgtlx =1

pa je, zhog 24075, sustav jednadibi nemogué.
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2°)u=l
0 90 0:0 0 ¢ 0 0:0]f1 00 1 i-g
61 0 0:2 _l0 1 o 0i2l o1 0 02
001 03 ¢ 01 0i3f™e o1 o | 3pti
Py v iajiv-a+ty oo o 1i-4 [oo 0 0 {0

x.‘+x4=-4, x2=2, x3=3, odnosno
x]=—x4-4, x2=2, x3=3, x4€R. Sustav jednadhi je neodre=

dien, a njegove rieienja mofemo pisati v obliku:

) -1 -4
g B 0 N 2
x3 = o ot 3 + TER,
4 1 Q

3%) a€(RV{o,1} )
Sustav jednadZbi je odredjen, a njegeve riedenje moZemo pi-
sati u obliku: [x ]

1
*, 2/a
Xq = 3/a
Xy {a-58)/a

Lzvriite diskusiju rieienja primjenom rango motrice i metode
determinanata.
Viezbhe:

7) Diskutirati u ovisnosti oda i b riefenja (po x) jednadibe
x+td | x-a
2 + ETF =0, a,b€ER, x€R.
+ ;
{R 2 za af~ b i a¥0 jedinstveno rjedenje je -b, za a= I
iednadiba nema smisla, a ze a=0 i b¥0 rie¥enja su svi x €R.)

8) Rijefiti sustav [ednad3bi:

x]+x2+x3=0, x2+x3+x4=0, 3 ..,x]00+xl+x2=0, Rqreorrk ER.

(R: x,=0, §=1,2,...,100).

100

?) Rijediti susfav jednadibi

Z2x .t X tx.+ + +x =
1t Xgtxg K] X

{R:xi=l/(n+'|), i=1,2,...,n).

10) Rijediti sustav jednadZbi:

- - - e =2
X, Xg = Xq = . a
-x]+3x2 = XgTeeet X, = 1I1»c:
-y - x2+ 7x3-...- xn- =..Bcl
“Xq T xg - xa-...+(2n-l)_xn=2nu i xi,.‘.,anR, neEN, a€R.

(R: xi=a(]+n.2n_1), i=1,2,.. sen}e

11} Diskutiroti rielenjo sustava jednadibi:
axty+tz=1, x+tby+tz=1, xtytcz=1, a,b,c € R, x,y,z €R.
(R: D=obe-a-c+2, D|=(b-l}(c-l), Dz={c-1)(a—'|),
DS={0-1)(b—1);
1°) P#09x=D,/D, y=0,/D, z=D,/D:

2°%) =0
{G) a=b=c=13 x+y+z=|,
(b} aZb=c=1= x=0, ytz=1,
(¢} byfc=a=1m y=0, 2+x=1,
(d) efa=b=1=z=0, x+y=1,
(¢) aFl, bF1,c/1 =2 g ).

Il - KYVADRATNE JEDNADZBE

Jadnadibu oblika ux2+bx+c=0, a,b,ec € R, a#0 (1}

zovemo kvedratna jednadiba, a njend rjeenjo su dena fzrazom
«b+ }]b -4ac
= 2
x‘l,2 a 2

lzraz D=b2—4uc zovemo diskriminanta kvadratne jednadibe,
o 1luzi nom za diskuslju risienja jednodzbe {1):

{a) D>0 =rjefenjo su realna i rozlidita,
{b) D=0 =3r{efenja su realna i jednaka, {3}
{c) DO Drjefenja su konjgirano-kempleksni brojevi.

Ako jednuad2bu (1) podijelimo sa a#0, dobivamo tzv. normira-
nu kvadratnu jednadfbu: x2+px+q=0 {4) .,

- b_ _o_ =% _p_
gdje je: p= = —S——{xl+x2}, ool =P=x Xy (5).
Za p=paran brej, rjefenjo jednadibe (4) brie dobivame po
Formyli:

2
GBI\ e o
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< s

Pri DYC vz pomot p i q vriime slijedetu diskusiju riefenjo
jednadibe (4):
{a} g>0 i p<Q =>oba riefenja su pozitivna,
{b) g>0 i p> 0= obo rieienja su negativna,
fe) q<0 i p<0 =¥jedno rjelenje je pozitivno o druge nega-
tivno, a po gpsolutnoj vrijednosti vele
je pozitivno rielenje, {7}
(d) g<0 i p>0=2jedno riefenje je negativere a drugo pozi-
tivno, a po apsolutnoj vrijednosti vede
je negativno rjeienje.

Alko je F(x)=0x2+bx+c, tada vrijedi:
Zodani redlan broj u je izmedju riefenja x  <x, kvad- }(8)
ratne jednadibe (1) ake je a- f{u} <0, :
oba rielenia su manja od u ako je:

{a) D;'Or

{b) a- flu)} >0,

fe) af7(u)>0 (F'=derivacija od f}, odnosno {?)
X, tx

s _ 17%2 b
U‘f—u-—v—ﬁ-——-—u't’zc >0

odnosne veéa od v dko je:

{a) D20,
{b) a-flu) >0, i (10)
{c) o §7{u) £0, odnosno u - 32u- ]2 2 u+%<0.

Kvadratno jednadiba (1) Ima to&no jedno realno rielenje (11}
izmediu 2 zadana realna broja v <v ako je Flu)-flvi <0,
odnosno abo realna rljeienjao Xy1%y izmedjv tih brojeva

oko vrijede svojstva:

{a) a-f{u) >0,

(b} o Fv) >0, {12)
{c) D20 « +x2 g

{d) FP{u)+fF"{v) €0, odnosno v{— 5 = Eév.

Zadaececi:

12} Ispitati rjefenja jednadibe {m+3)x2-4mx+|-m==0 u ovisnosti
od mER, x€C.

Rjeienje:

Prema (3) fe Dib’-dac=20m>+8m=12=4(m+1){5m-3)

Alv

0 =

.

rielenja su realna i razligita

mERN [-1,3/5)
& dme{-1,3/5} rieienja su tealna i jednoka
mg (-1,3/5) riefenja su konjugirano=-kempl. br.
Nadalje je prema (3):
mel-3,1) mé{-3,0)
1-m 2 4m > m =0
P 2 0. {m=l ,q= - —m_ 2 oe
m3 mFy 2 m€RN[-3, ]
mern -3,1

pa prema (3} i {7) imamo:
m D q p Xye¥g
£ - - xl,xQER, x]¢0-€x2, |x2]>]x]|

x= -1/3
x4 ,xEGR, X, szdﬁ

-3 jedn. je lin.
+ o+ o+

=1 0 + + xl,xzek, x| =xy= -1
-+ o+ xl,xzeC, x,‘-‘i’z

S xprxg €C, X=X,

\ - 4+ - Xy rXg EC, x.|=?2

z 0 + - x],XZER, x]=x2=l/3
o=k s x],xZER, deléxz

1 + o - x],xzéR, x‘=0, x2=l
¥ e &

x],xzek, x140<x2. Ixpl>ix gt .

13} lspitati poloZaj brojo 2 prema rjelsnjima jednadibe
mxz—(Zm-3)x+?-3m, megR, x£C.

Risienje:

D={4m-1}-{4m-9), a-§{2)=m{-3m+13), a-f'(2}=m{2m+3) odnesno
5 b Z2m+3

29 TR gy Fgg,
Za D=0, a-f{2)=0, a-£'(2)=0 {odnosne 2 - % = 0) za m dobivemo
ove karakteristi¢ne vrijednosti (poredanepo veligini): - % ,

1 9 13 . . .
0, qr 3¢ T+ P e riefanie zadatka dano ovom tabelom:
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m D a f(2) a f'(2) polozaj %q¢%, Prema broju 2

+ - + x]<2Cx2
3 v -
- 3 0 x]<2 dxz
+ - - x](.2<x2
0+ 0 4] |in.iedn.,x=-;42
o :
+ + x]<x2<2
1 0 + + =%, <2
7 X" hg
- + + rief. su konjug.= kempl. br.
9
i 0 + + x]=x2d2
+ +
+ x](xzéz
1
—ig + 0 + x]4x2=2
+ =
+ x]£24x2

14) Za koje vrijednosti od mER jednadzba (m—2)x2—2mx+2m+3=0,
x€R, ima y intervalu[-t,1] : a) jedno, b} oba rjetenja?

Rjefenje:

da) Prema (11} bit €e jedno riefenje u intervqlu {~1,1) cko je
F-1)-1(1) <0, tj. (5m+1){m+1) <0, me(-1, - 5 J. Osiaje joi
provieriti za karokteristiéne vrijednosti za m: -1 i - -;— .

Za m=-1 debivamo jednadibu 3x2-2)<-l=0, gija su rjietenjo

-1, a za m= - % jednadzbu Hx2—2x-—l3=0, Zija

iy T i

1 T
posEn % B _ 13 . . . |
su riedenja x = =1, X9 = T * Rjetenje pod a) je m&(-1, - g] .

b) Prema (12) bit &e oba rjeierja u intervalu {(-1,1} akeo viije=
de svajstva:

(@) a-f(-1)> 0@ meR \[- % , z] ,

(b} a-f{1} >0epmerN[1,2] ,

(c) D20&sme [-2,3],

(d) 18 (1) <0 F = - 2= =L e (-1, 1) @me(-a3,1).

Sva 4 uvjeta ispunjena su za meg F2,-1), pri €emu je x]=x2='-;—'

za m=-2. Za m=+1 rjeienja su (kao ito smo veé& vidjeli) Xy =

= '5 i x, = =1, pa je rjefenje pod bl: m [2,-1] .

e

15) Za koje vrijednosti od mER ima jednodiba (3m—2]x2+2mx+
13m-0,x &R, oba rjslsnja izvan intervela [-1,0] ?

Klalenje:

Primjenom (8), (?) i{10) izlazi:

x|<—1<0<x2 za me(%—, %)-, —|(0<x]<x2 ne zadovoljava ni

|adan m&R; x].{_x2<—1<0 za me{%, %)
Bokle, xt,x2¢[—1,0] za mé(%; %)u(%. %)-

16} Odrediti oene vrijednosti parametra k€R za koje su cba rie-
lenjo jednadzbe (2-k)}x2+{k+1}x-(k+1)=0, x&R, pozitivna.

Rlafanjs:

Prama (10} je: Uéxléxzﬁ

D=3(1+k)(3-k}2 0Dk e(~-1,3)
=) a f(0)=~(2-k}(kt1})>0edkeERNT-1,2]> <=2k E(2,3).
s k+1

a- '2-2 = W (OﬁkeR\ EI,?]

Pokazati da se uvieti (10) mogu zamijeniti uvjetima:

D0
Pexpxg® 520 (7a)
~ B

e A R Pl

| rijeiite zodatak primjenom (7a).
17) Za koju vrijednost parametra m, mé&R jednadibe 2x2—(3m+2}x+
+12=0, 4x2 -(9m-2)x+36=0, x€C, imaju zajedniZki korijen?
Rijetenje:
¥ O nije riefenje ni jedne jednadibe.
lz prve jednadibe je m=(2x2—2x+12}/3x, a iz druge m=
(4x2+2x+36y9x, adakle je x2—4x=0, tj. x=47#0, pa je m=3,

18) Odrediti brojnu vrijednost parametra m, mER, v jednadibi

2:(2+(2n-|-])x+rr|-I=‘.'.'!,r x€C, tako da njeni korijeni zadovolja-

vaju uvijet: 3x.|-4x2=l 1.

Riefanje:

lz xytxg= = g-%-—! r XyXo= E'f-—l i 3x|—4x2= 11 izlazi:
33

m
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19) Rijediti sustav jednadzbic x " -Sxyldy -0, a“tJu 4y 2 0
x,yER.
Rjefonje:
Koko y=0 nije riefenje sustava jadnodthi ([sr u prutivioem i/
y=0 slijedi x=0, ¥to ne zadovoljava druge |ednadibu}, tada
dijeljenjem druge jednadibe sa y2 dobivame)
% x
=) - 5(=)+4=0.
{y) ()

Supstitucijom = = ¢ dobivamo [adnadibu fz-.'h*h'o, o

X
7
rjeienija t =1, 1o=4. lz $=l i x2+2x-3y-!-o latagl Iz'u-
-2=0, X!:yl=—l, x2=y2=2, o lz ?-;- =4 1 uzﬂx-:y-!-’o dobhivama:

2 4534 .53
16y +5y-2=0, Y3 4: _5@; xq 4" - 52 P P v Tletenin
r !

zadatka: (=1,-=1),(2,2), (23230133 ‘5‘“1”53),('5‘ '\f_T'ﬁ g

2} ]
-5+ ;!]53 )

20) Riieiit‘i sustav jednadibi: x2+3xy-y2~3, 212-.,”,’—4,
x,¥yER.

Riefenja:

_Eliri;niniruniem slobodnih koeficijanota metadom adici]e dollva-

mo 2x2-|5xy+7y2=0, a odatle, analognim postupkom kuo u prot-
hednom zadatku, delazime do rjefen|a suitavo |adnad?bi;

(1,-20,0,2, < 0E - R, (ZE3 B

21) Rijediti sustav jednadbi: 2{x2+y2)=5(xty)-1
Sxy=-2({xty)-20 x,y6¢C.

Rielenje:

Zadani sustav {ednadZbi moZemeo pisati v obllku:

e T
=2(x*+y)+5xy=-20=0,
Supstitucijom x+y=u, xy=v dobivamo susiav:?uz-bu-4v~l 0
=2utbS5¢=-20 0,

= 4 =

83 e ]
Zija su risfenja (- %, ﬂ)’ (5,6), po su riefenja zadatka:

-‘?—i\’]039 ~17+i\f103% {-]7+i\“039 —1?—i\J'|039 ¥,
79 t =g b 20 S
(2,3), (3,2). ) )

22) Rijeliti jednadibu 5x"+3y 4+8xy+2y=2x+2=0, x,yER.

Rjeienje: ’ 5
Zadonu jednadiby moZemo pisati u obliku 4{xty) +Hx-1)"+
+(y+1)2=0, odakle fe: xty=0,x-1=0,y+1=0, i. x=1,y=-1.

2
23) Rijediti sustav jednadibi: xty=2, xy-z =1, x,y,z€R.

Rielenje:

xty=2¢F x=2-x% y=2-x% y=2-%
2 2 -8 T
xy-z =1 x{2=x}-z"=1 {x=-1)"+z =0e=x=1,2

&y x=l,y=1,z50.

Viezbhe: ) _
24) Na rjefavajuéi jednadibu x +4x-5=0 odrediti poloZaj bro-
ja -6 prema riefenjima x]‘g.:.x2 te jednadibe.
(R: —6(xldx2).
25) Ne rjefavajuéi jednadibu 6x2+'l3x-63=0 odrediti poloZaj
njenih rieienja prema brojevima 1 1 3.
{R: x]£1<x2<3].
24} lspitati peloZaj broja 3 prema riefenjimao jednadibe

2 -
=1 ~2mx+3m-2=0, x€&€C, m&kR.
((I?: ;xe{—on, 1/2)w(2,@) =prjel. su konjug.-kompl. br.,
me(l,3/2)u{3/2,11/6)=>x]434x2,

m=1/2 #x]=x243,

m=1 Sjednadzba je linearna i x=5/243,
m=|l/6:}x.|4.x2=3,

m=2 =}x‘=x243. )
27} Za koju vrijednest od meER su oba. rjelenjo jednadibe

x2-(m+2}x+2m+l=0, x€R, manja od 37
(R: mer™}.

g 2
28) Za kojuw vrijednost od mgR ima jednadiba mx” -{2m=3)}x+
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+7-3m=0, x &R, rjefenja izmedju 0 i 4%

(R: Jednadiba ima jedno rjefenje u intervalu {0,4) za
meRN[-19/5, 7/7] , a oba rjefenja v tom intervalu za
me[9/4, 773 ).

29) Za koje vrijednosti parametra m€R ima jadnadiba
2
(m-2)x"=2mx+2m-3=0 realno riefenin?

(R: me[1,6]).

30) Za koje vrijednesti m&Z su rjeienja jednadibe mxz-
={1-2m)x+m-2=0 racionalna?
(R: m=n{n+1), neNo).
31) Za koje vrijednosti mEZ &e cba rjefenja jednadibe
2
(m-1)x =(mZ4 1 }x+m(m+1)=0 biti cjelobrojna?
{R: m€{0,3} y.

32) Koja relacija posteji izmedju parametara m i n, m,né&R,

da bi jedngdibe x2+2(m-|}x+2m(m—2}=0, x2+2(n—l)x+2n(n-2}=

=0, x€C, imale jedno i samo jedno zajednitko rjsfenje?

(.R: m2+n2—2(m+n)=0].

1 2 9
33) Ritesits . ihi: L L e
) Rijesiti sustav [jednadibi -2-—-+ X, x2'T+x2 x3
Xn 1
"‘IT+'x_= x]!’ x]r x2:---3x"€R; neEM,
n
{R: X.=;\[?, i=1,2,...,n),

i
1] - JEDNADZBE SA APSQLUTNIM VRIJEDNOSTIMA

=%, zg x £0

Funkeiju | ::R—pk‘;, fix}=4 0, zax=0
X, za x 0

zovemo apsolutana vrijednost.
Zaodacio:
34) Rijediti jednadzbu | 3-x| +1

I x1 -2x, x€R.

Riefoanije:

KarakteristiZne vrijednesti (paredane po veli&ini) nepoznanice

%, za keje su izrazi pod znakom apsolutne vrijednosti jednaki
0 {(nuli), su 0} 3.

- 13 -

Stoga &emo, vzevii v obzir da je

3-x, za x <3

2 >
13=-x| =« 0 , zga x = 3 zbog3-x20:ux§3
={3=x),za x > 3
-x, zo x £ 0
i Ixl = 0, za x=20 ; promotriti ove
x, za x> 0

sludajeve:

1%) x€(-20,0)
13-x1+1=1xi=2x & 3-xtl= =x=2x % x=-2€&(-a,0);

20) xetocsj
13-x1+1=Ilx1=2x 2 I=-x+1=x=2x => Ox==4, kontradikecija;

3°%) x€(3, +@)
13~xi+1=Ix1=2x & ={3-x)+1 = x~-2x S x=1§(3,+0),

pa nije riefenje zadane jednadZbe.
Riefenje zadntka je x==2. lzvriite pokus.

Zadatok mozemo Mjeliti i tabelarno ovako:
t

x | coex < x"'=ro Dex«3 x=3 3&x00 '
J=x + + + [o] -
x - 0 + + +
13-x1 3-x : 3-x : -3+x
Ix1 -x H x : X
13-xi+1=1x1=2x x= -2 Ox= -4 x=1
Rjefenja x= =2 i g a

Rjefanje zadatka je,dokle, x= -2,

[2=xl=12x-31+4x-1

35) Rijeiiti jednadibuy Yy =1, x€R.
Rieisnje:
SHy B 2

f f' * g3 3 ](3 3 It

x —e0 L X L =4 -—4¢x-c-f ®= ) 5<x42 x=2 2excop

2% + + + + 0 -
2x-3 - - 0 + + +

x+ 4 - + + + + +
Jednadiba| x= - % x= g— Ox=0 . x=2

: a ]

Rjeenja ] x= % xe[i,Z] ! x=2
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36) Rijeliti jednadibu IIx~ 11 ~11=2, x€R. Tabelarni prikaz rjeienjo zadatka bi izgledao ovako:
Riefenje: " L _:I: :[5: :I: :5 :5: +o%>
19 xe{=m,1] . ” e 5 - 4§ :
I=(x=1)=11=2 > 1-xI = 2, bx-11 —xtl extl loxtllox=l 0 ox-l §ox=l
° -1t- - Pew s Em ¢ oxe =88 =
171} x€(-e0,0] 1°2) x€[o, 1] bx-1E=1 x fex x 1 ox=2 tx ;
=x=2 = x=-26€(-aa,0 S e® B s ; o Rl Gl R T R
L x {(-m,0] (~x)=2 = x=2¢[0,1] , TRT o Mg bl [ 0TS P
27) xe[1,00) {lx=tl=11=1 -x=1 Pex=l b xeb bextl 3 ox-3 ¢ ox=3
[{x-1)-11=2 = Ix=21 =2, + 0 = ) -0 = ' - 0 +
2°1) xel1,2] 292) xel2,00) Hix=141=11=11 -x=1 ¢ xtl dex#1 i x=1 1-x+3 | x-3
r . o * "
- (x=2)=2 = x= PP = mx=¥=2 D xt1=2 ackl=d x=1=2 iexc3=2 T x=3=2
- .(x- ) x Gf-['|,2] x=2=2 = x=4€[2,00). x=-3 ix=t {x==1 x=3 ix=l | x=5
Rieienja jednadibe su, dakle, x.l=-2, x2=4. Rjefenio P ' B P =5
37} Rijediti jednadzbu IlIx-H=11-1t = 2, x€R (a}. Rie¥enja zadatkas su, dakle: x]=-3, x 5= 5.
Ristente: 38) Rijediti jednadiby Ix2-7x+101=1x=31=6 .
x=-1=0 => x=1 Rjeienje:
lo) Xe(“”,ﬂ x2—7x+]0=0 Hx=2 i x=5, x-3=0 2 x=3; 2,3,5.
a) = Hef{x-1)=11=11=2 > [l=xl-1]= ( a b L 3
Ex)=0 ] xiz' ) S Hext-1122  (b) ) . ! x o
2 : i ;
1°1) x€(-0,0] xZ-7x=10 + 0 = - 0 +
(b) D 1-x-11=2 (e}, ~x=1=0 =% x=-1, x=3 5" P g g "
1°1.1) x€(-e0,-1] 1%1.2) xg [-1,0] Jednadiba  [x"=6xt1S0 Ik -8xti9=0 x"-6xF13=0  x"-8xt7=0
(e} & ~x=1=2 = 2=(-36 i (c) = —(-[x-lJ]=2 > Rjefenia x=3-2 ¥Z | 3 A : x=7
~<0, - > x=14[1,0 : - -
1°2) xé[(),l] d w1 § ' ! Riefenja jednadZbe su, dakle: xl=3—2ﬁ, x2=7.
(b) = 1-{:x)-11 =2 => |x-1]=2 => -{x-1)=2 (zbog x-1%0, 39) Rijediti sustav jednadibis Ix-yl=2, Ixitlyl = 4, x,y€R.
wef0,1] ) > x=-14[0,1] , b it
asanie:d
2°) xe[ 1V, 00) i i
(0} = H{x=1)-11-11=2 => |fx-2 VR0, 2.0
a) = x=1)-11-11=2 => |x-21-11=2 (d
x=2=0 => x=2, * H 1°1) xzy—:zo 192) yixazo
-y -xty= _ _ .
2°1) xe 1, A EE R o P A=y
(d) = I-(x-2)-11=2 = l-x+11=2 2 ={-x+1)=2 (zbog
-x+1£0, Vxebﬂ] y = x=3¢[1,2], 2 xeosy
2°2) x€[2,m) :::;:_4 =3 0=2, kontradikcija, sustav jedn. nema tjefenja;
{d) ® {x=2}-11=2 = |x-3] =2 -3=0 2 x=
2°2.1) x¢ [2,3] ) ” iej’x [ o 3%) x40, y4£0
LA x ’ 272.2) xe[3,0) o o «
(e) > =(x-3)=2 = x=1¢ [2,3] (e) 2 x-322 = 1 Bz 372) 02y 2x
= i i == == —-x+y= 2
¥ x=5E[ 3,00}, _X_Y=4}=g>x 1,y=-3, _:_;’;‘4 sx=ay, ya-y

4% x202y 3 sustov jedn. nema rjelenja.
Rieienja zadatka su: (-3,-1},(-1,-3),(1,3), (3,1).
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Vieifhe:

x-6lxl+14 _ 3
40) ST = 7 ¢ ER (R xy= - 3, xp= ).

(]

A1) x=11+1x+211 = 3, x €R(R: x€[-2-1 ).
42) 1lx+31+11-x1] = 2x=1, x€R. (R: §).

43) A1V -%x1-2=3|+4-5= 15 31
} xi-2=31+4-5|=5, xeg(g,_s_, 3

44) NIx1-21-11~21=2, x&R(R: -7 ,~3,-1,1,3,7).

|~
w0

r

2
45) Ix"-31-1=0, xER. (R: ¥ V2, #2).
48) Ix-Ti+by=5{ = 1
Ix-11-y+5=0, x,y €R. (R: (1/2, ¥1/2),(3/2,11/2) ).
47) Ix+yl = 5

|K}"I = 6; XJYER- (R: ('6;1): (-3‘2)’{-2'_3} ("] & -
(2'3‘)'(3’2)!(6,—I) ). ) )p( r ).I'

IV - RACIONALNI | CIELOBROJINI KORIJENI JEDNADZBE
SA CJELOBROJINIM KQEFICLIENTIMA

Ako je x = E racionalan korijen jednadibe
T

n 1
a_x +un_.|x +,..ta x+u°=0, aiEZ, i=0,1,...,n (1)

tada pluo i qi a - {2)

Ukolike je jednadzba (1) nermirana (untl), tada je svako

7

| o -
njena IGCIOlIOlHO riefenje x viedn alobio 1 i wrijedi
| | 1 o1 g |no |

. _ n
Ako je P(x)—unx +...+a°, ar oo,...,unGZ i ako su P{0Q)

i P(l) i & i b s i X z 5
koriien:_P rn{|4)ro|ev1, tedo jednadiba {1) nema cjelobrojnih

Ako je x =p cjelobroini korijen jednadibe {1), teds za
svaki cijeli broj k vrijedi: p=k| P(k).  (5)
Ako je X, = E racicaalon korijen jednadZbe (1}, tada za
svaki cijeli broj k vrijedi: p—kql P(k). (6}

Inuée, 5 aka ednodzb C PRl =
aq .
¥ | A a 0,0 FaeagQ €R,

g -

ima toéno n korijeng xqy ..., % £ C za koje wrijedi (x-x])-
(x-x )= CR (O SV o1, ..t + +
A 673 xn] 0, tj. x (x] T xn) X (x]x2 LS TE T PL

s n
x ...xn=0. (7)

T ..‘i'(‘l)n-xI 2

.t +...+tx
*2%n n-1

Zadaci:

xn)x

48) Rijesiti jednadzby 2x°-11x"+22x-15:0, x€C.
Rieienje:

: o to4, t, F \ y
Foktori slobodnog €lang -15 su: =173,-5,-153, a faktori voedeceg

+. o+
Zlano 2 su: -1,-2, pa za svake racionalno riedenje x= B yrijedi:
FR S + + + +

xe{-1,-3,-5,-15,-t/2,-3/2,-s/2,-|5/2} . Direktnom provie-
rom ustanovljavomo da je x; = 7 {u eliminaciji elemenata po-
sijednjeg skupa moZemo koristiti i {6)), po iz (2x3-]lx2+22x-15):
(x = 3/2) = x2-4x+5 izlazi x2-4x+5=0, t{. Xy g% 2%,

49) Rijesiti jednadiby x*-15x7-10x+24=0, x€C.
Rijesenje:
Kako ie zadana jednudZba nermirana, svaoko njeno racienalno

rietenje je cjelobrojno. Anclognim postupkom kao u prethodnom
zadatku nalazimo da je x;¥1 jedno njene riefenje. lz

x3+x2-l4x-24-—'0 dobivamo na sligan na&in drugo rieienje x,=
= =2, Na kraju iz x2-x-12=0 dobivamo precstala 2 rjedenja:
x3=—3, x4=4.

Vijeibe:

50) x dx-x? - ¥

-x“+16x-20=0, x€E€C. {(R: xl=-5, xz"-1, Xq 4" +2i).
513 x7+4x*+5x2-3-0, x€Q. (R: §).

V- KOMPLEKSNY KORIJENT SA CIELOBROJINIM KOMPONENATAMA
JEDNADZBE SA CJELOBROJNIM KOEFICIJENTIMA

Ako je xl=u+bi, a,b€R, b#0, kompleksan korijen jednadzb

a x"+a xn-]+...+u x*ta =0, «.€R, 1=0,1,...n, tada je to iy
n _n-l 1 o i
Xg = Xy @~ bi.
Ako je x=a+hi, a,b€Z, b #0, kompleksan korijen jednodzbe
a x"+a xn_]+...+c xta 0=, a €2, i=0,l,...,mn, tado {2)
n n=1 1 o i

vrijedi: (uz+b2) a -
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Zadaci:

52) Rijefiti jednadibu x +4x +9x2+4x+8=0, x&C.
Rietenje:

+ + + +
Kako su -1, -2, -4, -8 faktori slobodnog &lang 8 i kaks je;:

2 2 2 2
1=02412, 2=12, 4=0%42?, 8-2%22, tada temo kompleksna
rjeienja sa cjelobrojnim komponentoma zdane jednadibe,

e . . Ha. B, L oF .
prema (2}, traziti izmedju brojeva: -1, =1~j, -2i, —-2t2|,
Direktnom provjerom nofozimo da je xl=i jedno rjeienje

zadane jednadibe. Prema (1) je tade i Xy= ;]=-I drugoe rje=

fenfe te jednadibe. Ostola 2 rieienjs moieme takodjer tra-
Zitt direktnom provjerom (primjenom {2), ako su i ta riedenja
kempleksno sa cjelobrojnim komponentama, cdnosno primje~-
nem tV, ako su ona racionalna) ili dijeljenjem lijeve strane

jednadzbe sa (x—xl) (x-xzj:(x«i) (x+i)=x2+l, Zime dobivamo:

(x4+4x3+9x2+4x+8):(x2+1)=x2+4x+8, pa iz x2+4x+8=0 izlazi

x3'4=-2+2|_

VieZbe:
G g 3 4 3 2
53) Rijedirti jednedibu x -4x +10x“+12x-39=0, x€C,

(R: x, ,=2%31, xg 4= -

V1 - RIESAVANIE JEDNADZBI VISEG STUPNJA SA CJELOBROJ-
NIM KOEFICIJENTIMA METODOM GRUPIRANJA CLANOVA
| UVODJENJEM NOVE NEPOZNANICE

Zadacei:
54) Rijesiti jednadzbu (x+5)*+(x+3? = 2, xec.
Riesenje:
Supstitvcijom xt+4=t dobivamo:
(e *epreny® = 2

1‘4+6?2 =g

2(1246) = 0

t1'2=0, 13'4= + I\ﬁ-
x]=x2=-4, :(3“1 = -4+iVfé.

55) Rijesiti jednadzbu x?-8x+63=0, xe€cC.

- 19 =
Riesenje: _ g
(16T 64y (16x 2 +8x+1) =0
5y o 2
(x“+8) =(4x+1}
Ix2+Bl=14x+11
w248 = Teaxt1)
x2-4x+7=0 =Xy LT 2% \/—3_

xZraxt9=0 - xy = -2F3y5
55) Rijediti jednadzbu (6x+5)2(3x+2)(x+|)'—35, x €L,

Rjeienje:
- I (12(3x2+5x+2)+l)(3x2+5x+2)=-35
3x 2+ 5xr 2=t

2 7
(124+1)t=35, 12t7+t-35=0, t = -~ 7, t, =
-5¥2/5 |
&

Wl

|2x2+20x+15 =0 Fx =
1,2

5% /7
9x 2+ 15x+1=0 S x =-—6L .

3,4

3 .. 2
57) Rijesiti jednadibu 32x1-48x"-10x“+21x+5-0, x €C.

Rieienje: )
2 (4x2=3x)2-7-(Ax 2= 3x)}+5=0
4>(2-3x-—1‘
7 _ 5
2t7-7445=0, t, = le 15 7 5
1
452-3;‘4 03wy =g Ry = ]
2 o g -9
8x -6x—5—05)x3— Fr Xy 7
dnadzh x2-'|0x+15 = 3% < EC
Rijediti jednadzbu - , .
2R HEaSli Te x2—6x+15 x2-8x+15
Rjesenje:
x=0 nije riefenje jednadibe. Dijeljeniem obje strane jednad-
tbe so X dobivamo: x—1(.'r+15)c_.I - 3 . Supstitucijom
* =5 =1
x=6+15x x=-8+15x
- t-10 3 2 . i
x+15x ]=i dobivamo:—t—_-6—= =g tT-21¢+98=0, f'i 7

T 25 -
t2='l4, adakle je: x1,2 = 2—(?+|\ﬂl), x3'47+\j34 A
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59) Rijediti jednadibu x=1-1935(1-1986x2)2, x €C.
Riefenje:

2,2 2
Tew=1 2 g
X 982“ Eeasey } »d 17x ]98‘;' >3 1936(1‘2-)(2):?-)( =
1-1986x"=t 1-1986x"=t

2 (t-x}{1988{t+x)-1 )=0,
e}
17) t=x=0 3t = x =
> 1- 2 2 v 7945
1-1986x2=r }‘” 1988x7=x S 1986x +x=1=0 S, =ipe,

2°) 1986(Hx)=1=0 $ 17 —Lexb> 1-1986x2= 1‘91‘8'3" % 5
1-1986x2 = +

w>19362x2-1986x-1985=0 3« 5 l+5§[3?7

3,4 " T39I
60) Rijediti {ednadibu x*-4x +12x2-24x+24=0, x€R.
Rielenje:
Zodanu jednadZby meZemo pisati u ohliku:
b B P e e Bae B,

. 2 2 .
Kako je (x"-2x)" 20 i x2-3x+3)0 {zboyg D40} za svaki realan

broj x, tade je lijeva strana jednadibe uvijek pozitivna, a
desna jednaka nuli, pa jednoediba nema rjesenija.
61) Rijediti jednadzbu (x+7)’ =(x +7 }=0, x &C.
Rjefenje:
Iz (47} - (x"+77)=0 slijedi:
(x+7) (x4 700 et 73 (e 8703 7264733 4278780, T
49x {3+ 7Ux 4 Tx+49)2 = 0, odakie fe:
) I AN - I Y
40 p My iy g '%C" XgTr5 =7t A2£"
Viezbe:
62) (x+1){x+2)(x+3)(x+4)=3, x&C.

(R: %{-5 SNERE %(-543\;‘13 ) ).
63) x*r2aPrax®r 204120, x€R. (R: 8).

S35 I
VIl - IRACIONALNE JEDNADZBE

Jednadibe ked kojih se nepoznanice pejovljuju ped kori-
jenam zovu se iracionalne jednadibe, )

Ako traZimo realna rjelenja jednadibe, tada kod parnih
korijena uzimamo da je radikand 20,

Zadaoci:
64) Rijediti jednadibu yx-2 + \}x-l + JYx-3 + 1= 0, x€R.
Rijefenjea:

Lijeva strana jednadibe je pozitivnao, a desna jednaka nuli,
po jednadiba nemo riefenja.

65) Rijediti jednadzby \}x+2 + \,13)(-2 + y5x-1 =7, xER.
Rieienje:

Funkcijo fix)=\x*2 + 3x-2 + Y5x-1 je strogo rastuéa funkeije

{pa stim i injektivna}, pa kae takve samo jednom mofe na do=
meni D, =[§-,oo) poptimiti vrijednost 7, Direktnom provijercm

izlazi do je (2} = 7, tj. da je x=2 rjefenje zadane jednadZbe.
2 3 '
66) Rijefiti jednadibu gJ(x+3)2+ 3‘\/(_6-)() - (x+3)(6-x) = 3,

x ER.
Rieienje:

MnoZenjem jednadZbe sa é\J’_x_+3 ¥ 2\/8_:: ! koridtenjem formule
(o+b)(u2-ub+b2)=u3+b3 dobivamo: 2\/;‘_5'*‘ g—\/—é;-_x= 3, odakle
kubiranjem izalzi: m-(m-k lm) = &,

3 J(xF3(6-x) -3=6, x7=3x=10=0, x,= =2, x,= 5.

67) Rijediti iednudibu\(x+3-4\fx—1 +Ux+8-6\/x-l =1, x€R.

Rijedenje: 2 .
Supstitucijom t=\fx=120, i, x=t"+1 dobivamo
Vire2)Z a\J(-37 = 1, tee21011-31= 1, v€2,3) . a odatle:

oTelz, 3], 24ve153/%, 4€x-129, 52x£10, x€[5,19) .

2

68) Rijediti iednadibu\Jx2-3x+2 +\j: -3x-4 = 3\[? , XER.
Rjefenje:

Iz uvjeta x2-3x+2£0 i x2-3x—420 izlazi da je x €RN{=1,4) {a}.
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Supstiiuchom x2—3x t iz zadune jednadibe dobivamo:

Fi+2 + V- 3&’_/ ~2t~8=10-t, t=6, o odatle:
x2—3x—-6=0, x = 3+F

2 ERN(-1,4).
69) Rijediti {ednadibu 3—\/2-X'+ Yx-1 =1, xe€Rr

Rijelenje:
Supsfliucl|om 2-x=u, ¥x-1=v20 izlazi:

; y2~x =u/ 5 +“'2:] v.:3+'(1-l.|)2 =

x—]:v/2 = utv=1 A y=yey =

utw=1 x=2—u3=v2+| x:2-u3-=v2+|
u(u2+u-—2)=0 ulzo"%zz'zf”:;”l

= )(=2-u3 = =2~y =2 x]=-2,x2—='|0,x3.-.-]_

70) Rijeiiti jednedzbu V3+x + ¥5+x = m, x €R, gdje je m realan
braj.

Rjeserje:

Koko Va+x i V+x meraju biti nenegativne vrijednosti, tade iz
zadane jednadibe izlazi da {e m20 {a}.

Analogne iz m- \jS*’x d3+x 20 izlazi da je m2Y5+x, a odatle

{kvadriranjem) da ie x.f-mz-S {b}.

iz y3tx=m -\JS+x kvadriranjem izlazi: 2m \J5+x= m2+2, a odatle

ponovnim kvadriranjem dobivamo: i m4-!6m2+4

(c}.
4m
Iz €61 1 (e) Telazis mi=lamied 2 2
S G 5, w2 2, miz V2,
4m
odatle zbog {a) dobivamo du je m)[ {d).

a

4 2
- &
Dakle; riefenje zadane jednadibe je x= _l'"_ﬂ__!z_éfl_____“, m g [ﬁ,m ).

FIY B Tededfby = ies w sateall Jufeed il < Bh=b
V-2 vy -1
x,yER.
Rjeienje:
Uvieti: x=250 1 y=-1>0 = x>2 1 y»1 {a)

Supstitucijom: i\/;-T= uD0, % y=1 v>0 {b) izlazi:

g

2 5 3 9. ;
3—3 —2— e autsvioze=0, G- 20+ (2P0, S 200

2 - v = 0, u =\/3_>0 i v==\,2_>0, a odatle prema (b)}: x-2=9 i
v
y-1=4, tj. x=112>2 i y=571. Rjetenje zadatka je: {11,3).

72) Rijediti sustav jednadibi: y/xty + \Jy"’z = 3,

Yytz +¥z+x = 5, Yzrx o+ yxty = 4, x,y,zER.
Riefenje:
Supstitucijom: Vx+ty =a, y+z=h, yz+x =¢ (a}, dolazimo do
sustava jednadibi: atb=3, bte=5, cta=4 {b). Zbrajanjem
tih jednadzbi dobivamo: atbte=6 (c). lz (b} i {c} izlazi:
a=1, b=2, =3, a osdatle 7 iz (o) dolozimo do sustava jed-
nadzbi: xty=s1, ytz=4, ztx=9, &ije je rielenje: {3,-2,6),

2 2 2
73) Rijeliti sustav jednadibi: x2+y ;‘Ux y ~ 17, y tx 1\)xy =68,
tzlugime |li iz prve jednadibe x", a iz druge ¥© i po-

dijelimo dobivene jednadibe, dobivame:
=“/fy° =1/4, y2=64x2, y = ;Sx, fto uvrifeniem u drugu jed-

nadibu daje: s4x +4x" =48, x -l, x=*1, y——B Rieienjo zadat-

ka su: {-1,8), {-1,~-8},(1,8 -8!
'Y “VxTey

17
74) Rije3iti sustav jednadibi: i __.._2, =T
o x —yz x+|/—

x2+xy+ Vxlx+y)+4 = 52, x,yER.

Rieienje:
Zodani sustav iednadibl mezemo pisati u obliku:

v 17 7 .
’2(—-21——5- e (x +xy+4)+ x txytd = 56. lz prve jednadzbe
xT={x"=y"}

2 ., 2 2 g2 . 5 .
je: 1éx"=25y", (;‘T) = (g} ; = 4+ =, ¥ {a}. Supstitucijom

2
Vx2+xy+4 =t 30 iz druge jednadZbe dobivamo: ¢ +t-56=0,

t=73»0, a odatle: Yx " txytd =7, x2+xy—45=0 {(b). lz (a} i (b}
dolagzimoe do riefenia zadatka: (-15,12), {15,-12), {(-5-4),
(5,4},

VieZihbe:

75) V5+x—4Vx+] + V10+x-6\!x+l =1, x£R. (R: xE[3,SJ 3.

y= t

[

~ %
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76) V2xZosut11 + V2x2-5x46 = 5, x€R. (Re .=

Y12 - ]2/,‘2_,‘21. m: 0, x€ER, (R: x=+2 I
78y Ao 2-Ehix-1y. W2 -1, xex.
(R: xy==2, x,=-1).
79} n'\}(xh:l)a +2 m= k] n—\lxz(x"’ﬂ)r x€R. (Rix=a/((-2)"-1) ).
80) Vax-y? -\y+2 =VxP+y, x,yer. (ke (5,1 ).
1 x -
3]}”5{_;+ 2‘/y—+F = 3, xy=3, x,yER. {R:'(-2,- %); (3,1},

1-VZ41  -1-V34] 1+ V221 -1+ V240
B R T L cLANL AL IO

2, 2 2 2
B2) \{x ty - \/x -y =y, x4_y4= Y44, x,yER.
t +
(R: {-2V/5,4), (-2V3,0) ).

VIl - EKSPONENCIJALNE JEDNADZBE

Jednadibe v keiima se nepoznanice pojavlivju v eksponentima
zovu se eksponencijolne jednodzbe,

Pri rje3avanju eksponencijalnih jednadzbi koristimo se formu-
lama: ub=ac {a#0) &> a=1 ili b=¢,
a®=b% (a,b#0)¢=> ¢=0 ili a=b,

aoed {(a#0), a]=u, a'm:]/a”‘ (a¥0), um/n: n g™

um- un:um*'n’ um qnz ey {a /”0}: (um}n _ amn'

o b= (@ B)%, a%bt = (a:b)° (bFO).
Zadaci: ol
83) Rifesit] jednadzby 4% 2 3 [x-1 1 = 2, xER.

3 . 0,5

Rjeienje: 3x-9 _ 3x-1
lz zodane jednodibe dobivameo: 23:(-? . 2 6x=6 = 2,
9x2-48x+4? 9x2-48x+47 2
(3x-7)(6x-8) 1 oomp e g B -12x-5=0,
2 =2, 18x“-60x+42

- 35 =

x-1 x+1 ﬁ ﬂ
84) Rijesiti jednadiby 3 2 23 _3% 137 senr.
Rijeienje:
x=3 W x=5 3(__:_5_
32 L(3-1)=2 3 .(142) /16> 32 =2° s 278405

27,.%x-5 27

2 ) = =

19 2 x=5=0 D x=5.

85) Rijetiti jednadzbu i+ He = "J_ x ER.

Rielenje:

Dijeljenjem zadane jednodibe s¢ Ay%/81 dobivama:

a1-¢%)1 7
2

2.1
sl-(é)vx - 52 = 0, Supstitucijom (3) %= k50

2.1
dobivamo: 81t +81t-52=0, t:i;sg, a odatle: (£ ) /x_ ( ) ,

2

=2, x=
x !

ma] —

9

84} Rijesiti jednadibu (Y2-UH)" + (V2+V3)"= 4, x€R.

Riefenje:

Supstitucijom (F2+ 3} —]/ (V2 = t¥» 0 dobivemo:

1 2

—+ t=4, t -4t+1=0

, t=2% ﬁ, g odatle: (J 2+ ﬁ)x=2;ﬁ,

2 V32« (2B, 2T, x= T2

2

B7) Rijeiiti |ednudzbu (‘/Jx -8x+7 —H -8x-9 )%

(Wi Taxr At B9 ) = 27T, xer.

Riefenje:

2
Uvijeti: x2-8x+?é0, x2—8x—930 i x2-3x+?3t(x -8x-9%) sv
ispunjeni za x€RN(-1,9) (a}.

Supstitucijom (W— -Bx+7 -Ifx “Bx+9 Yi=u, 2%=v (b) lzluzn

{ ‘/Vx -8x+7 + I/x -8x+9 )" ={mnoZenjem sa

vy- (1e)”

v .
=t ¥ia
T 1

2
JJ ¢ 8x+7fJ 2—8x+9)x=v— fe). § druge strone iz zadane

2
jednadibe izlazi: (v‘/_ -8xt7 + \x“-8x+ )

{d) sade slijedi:

{I

Zv-u (d}. Iz {e} i

u
— = 2v-u, {(u= v) =0, u=v, ‘7:1, pa na osnovu

v
‘f 2
V; -Bx+7- . Sl 3®* = 1. Kako je prema

(k) imamoz

\N: -8x+7-' x2—8>< [

fa} x# 0, tada izlazi: ¥ =1,
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x2-8x-9:0, X ==TERN(=1,9), x,~9ERN(-1,9).

88) Rijeiti sustay jednodibi: 2°42Y=12, x+y=5, x,y€R.
Rje3enje:

lz druge jednad?be je y=5~x {a), ¥to sup.titucijom u prvu
jedngdEby dajes 24297518, (3%92492.9%33=0; Dyiinjem
supstitucijom 2%=t>0 (b),iz posliednje jednadibe dobivamo:
2 121432=0, 4. =420 i t,28>0 (c). Iz (o), (b} i (c)
izlazi: x.|=2, y]=3,: x2=3, y2=2.

8%) Rijediti sustov jednadibi: xp=yq, xyﬁyx, x, vy &R,
Rietenje:

xP=y® > y=xP/ (xP/y /g% (<P (p/q)
XY=y R G T

> P/ gx Jixd0 > x(Prala L o ]a/lp) x:(p/ﬁ”q/(P-q)=£$

3 Y!_:xp/qz(P/q)P/{p-q) 3 y:(p/q}P/(P‘Q)_

Viezbe:

50y 4 V42 4 142102 m, xER. (R: x;=3, x,= 11).

91) 22X, 9%2.43% 1 (201 44x-2 5 ER. (R x-1).

92y 16”1 X" 2V_g1-1x=2V Ly S50, x€R. (R: xR =B

93) 2+ yI /2 +(2-VEY /2 = /2 L gr. (R: x=2).
94) (4+ V15)% +(4- V15)°=62, x€R. {R: x=F 2).

95) (I/Vx2-5x+s Y xZosur6) 4 /VXZ-SX“-S Vi)

xt+4

=2 % , xER. {R: xl=0, x2=2, x3=3).

96) 2,37 =648, 3% 2¥=432, x,y€R. (R: (3,4) ).
97) M= M YL 3 yer. (L), (4,2) ).

98) z2%=x, 2¥=y, y':x, x,y,z€R. (R: {1,1,1), (4,24%) }.

- 327 -
IX - LOGARITAMSKE JEDNADZBE

Jednadzbe u kojima se nepoznanice pojavljuju v logarit~
mandy zovu se logaritamske jednadibe.

Pri riesavanju logaritamskih jednadibi koristimo se
formulama:

<

|ogub——-c =2 b=aqa {b>»0, a>»0, a#l},

log x
94

a = x, |ogqu='|, |ogul=0,

k
Ioga(xy)=|ogux+|ogay, Ioga(x/y)=|ogux-1090y, |ogux =k-|og°x,

|ogux=|ogbx/|ogba, |ogab——-'| / |r:ghu'r

= ]I = -

log LT E |ogax, |<.‘>g.I X logax.
{a™) =

Zadacei:

99) Rijeilti jednadZbu x+2x+|ogzx=7, x ER.

Rjedenje:

Premo definiciji logaritamske funkcije mora biti x »0. Funk=-

cija f(x)=x+2x+kogzx je stroge rastuée funkcija {jer je suma

3 strogo rastuée funkeije), pao sfim t injektivne funkeijo, koja
mofe poprimiti vrijednost 7 samo za jednu vrijednost od x.
Lako se provjeri da je to x=2.

100) Rijesit] jednadzbuy x\!:: (y=)*, xer’

Rjefenje:

Logaritmiranjem jednodZbe dobivamo: \rx_‘iogx=%-|ogx, t.
logx{yx- §)= 0, 1z fogx=0 izlazi x;=1>0, a iz V% - % =0
dobivamo x2=-4x, ti. x,=4 20,

VO1) Rijaiisi Jednadzbi X|0g225 = x2-5|032x+ xlogzs, x€RT.

Rjgienje:
Supstitucijom Iogzer <> x—2t>0 {a) iz zadane jednadibe

log,25 log,5
yalhteans 10ty % s geivelemly 2 Lo
lagys Pttt At 1.t
+2 , 25 =4 5 5 A25°, (5) + (3) =1, t=1, a odatle

prema {a): x=230.
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102) Rijedit] jednodzbu |og(|0;x)+|og(|ogx3-2)=0, xER,
Rjsienje:

lz uvjeta: x>0, logx>0 i Iogx3-2>0 izlazi: Iogx>§, b

)()'I{)Q/3 (o},
lz zodgne jednadibe debkivamos:

log{logx (Icg|><3—2)]=Cl,r logx (Iogx3-2)=l, 3|092x-2|ogx-1=0.
Supstitucijom |ogx=r)§ dobivamo: '3'r2—2f:0_, f=1)§, a

odatla: legx=1, x=‘|0>'|02/3.

103) Rijeliti jednadZbu Iong(x3—9x+8)‘|ogx_1(x+l) =3, x€R.
Rieienje:

iz uvjeta: x+1 >0, x+1#1, x-120, x-171, x3-9x+8 >0 izlazi:

leg <
)j@- {a). Koriitenjem formule |ogb:=-|o—giriz zadane

a
log +](x+l)

jednadibe dobivamao: |ogx+](x -9xt 8} —I—-—--w————r——r}

3 3
|ch+l(x -9x+8) 1= 3'|03x+](x-'|}, x -9x|'3=(x-1)
(x=1){x24x=8)=(x-1} {x-1)2, (x-1)(x-3)=0, x=3>i;_—‘@ .
104) Rijefiti jednadZbu |og5x_22+2|ogsx_2x = |ogsx_2(x+l),

xER.
Riefanje:

bz uvjeta: x>0, 5x-22>0, 5x-2#1 i x+1>0 izlazi: x)% fa).
iz zadone jednadibe dobivamao: Iogsx_223‘2=logsx_2(x+l),

2x2=x+l, 2x2-x4=0, x= %—(1;3)4:%, po prema {a) zadana jed-

nadiba nema riefenja.

105) Rijefiti jednodZbu 2 3J2-|og$6x = iJlogzx -4=0, =xé&R.

Riefenje:

Uviet: x>0 {a). Korittenjem formule lag | x= ]E -|ogox iz

fa™)

zaddane jednadibe debivame: %}Iogzx = —Ya Iogzx - 6= 0,

- 29 -

3
supstitucijom Hlog x=t @ log x=t® & =2 ) (1)

odatle dobivame: f2-t-6=0, r]=-2, f2=3,pu prema (b) kona&-

" -8 27
no imamo: x]=2 >0, x2=2 >0,

106) Rijetiti jednadzbul lc.‘gx Vix 'logax-' -1, xgR.

Rieienje:
Uvjeti: Kako je desna strana jednadibe negativna, Vfada
zbog IongSX 20 izlazi da je Iogsx<0, ti. x&£1, pa, kake

je i x>0, mora biti x€{0,1}) ({a). 2
Zadenu jednadibu moZemo pisgli v obllku I093x+|093x z2=20,

pa je prema (a) rjefenje zadatka: x= 9 &(0,1).

107) Rijetiti jednadzbu {x-2 Vx-1 + V;.+2 %=1 =log.|(x-]),
~ER. 5
Rjeienje:

Uvjet: x M {a}. lz zadane jednadibe dobivamo:

{( ] - ” V( '| + 1) —|ogl(x 1), 1 -1 =11+ -1 +11=

= |ogl(x-]}, TVr-1 -1+ fx-1 41 = |og](x-'|).
2 2

1% ¥x-1 =120, tj. x22 (b).
1z zudune |ednadibe dobivamo: 2¥x-1 = Iogi(x 1),

¥x-1 z
x=1+(4—) . Kako je lijeva strana jednadibe 22, a desne

£2, jednodiba nema rielenja.
2% V-1 - 140, tjzbog {a): x €(1,2) (c}.
Iz zadane jednadibe dobivamo: iog.l(x 1)=2, %= —e('l 2}.
z
108) Rijekiti sustav jednadibi: Iogax-logo(xyz}=48,
Ioguywlogu{xyz)='|2, |ogaz¢ |oga(xyz)=84, %,y.2 &R,

gdje je g pozitivan realan broj raziigit od 1.
Rieienje:

Zbrajanjem zadanih jednadibi izlazi:
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2
(Iagux+logay+Iogaz)-logq(xyz)=l44', logu(xyz)='|44,

|o-gﬂ(xyz)=4_-12, o odatle i iz zadanih jednad#bi dabiva-
mo: |og°x=‘: 4, |ogay=;l, |0902= £7, pa su rieienja

zodufko:fu_“',a“,a-?), (u4, a, u7).

|093Y
109) Rijediti sustav jednadibi: lag, x+3 =7, x¥=

x,yER.
Rjeienje:

512

T

Uvijetiz x>0 i y»0 {a). Iz prve jednadibe je y=7-|ug5x,

lag 5 b2
ito uvritenjem u drugu |ednadzbu daje x =x
Logaritmiranjem po bozi 5 i supstitucijom |og5x f doblvumo
jednadZbu 72-7f+|2 0, €ija su riefenjo t.|—3, 12—4. Rieienja

zadatka suv: {}25,4), (625,3).

110) Rijediti sustav jednadZbi: |ogyx+logxy=5/2, x+y=a2+a,

x,¥ER, gdije je o realen broj.
Rieienje:

Uvieti: x30 0 y>0 > a’sasxty>0 > a(at1)>0 > a€r\[-1,0 (a);
<AV T yZt Dalta-270 D a€r {-2,1} (b .
Iz (a) i (b} izlazi: a€RN[-1,0M-2,1} (<)
Supstitucijom |ogxy= TS—;———;—= t iz zadane jednadibe do-

bivamec jednadibu 2f2—5++2=0, ¢ifa su riedenja: t,= 12- ‘

i‘2=2.
1 2
1% |ogxy$ 3 = ¥ o =x =
aty=alatl) x=y+ta(a+l)

x]z{u+1)2, yy=-{a+1), za a (-, 1) {-2}
= xg""ﬂz; Y: = o, za a (0,1}

20) logxy=2 x2=y
x+ry=a{a+l) 2 y=-x+tg{a+l)
xy==(a+17, y=fa+1)?, za a€(Joo,~1)N{-2

2 X,=a, y4=a2, za uE(O,CD)\{'I} .

- 3] -

Viezhbe:

i1y x7H1eax)Z4 _ qglrloon L gr. (R: x,=107%, x,=10).

112) |og\’z"”3"‘) + 1logs=11, x€R. (R: x,;=2, x,=11).
2 3{09 49
Yz - - (VD o Wl e pime 2 5 mymdie
1 2 2

114) log x+log,y=0, 2By P e by B Tl T T

2 2 15 3
115) |og,;,(x+y)-1og4(x—y)=l, x -y =54, x,y€R. (R: (T' - 5)]
116) 3%. 2Y=576, log,(y-x)=2, x,y€&R. (R: (2,6} ).

117} |og(x2+y2)=2, |ogzx—4=|ogz3-logzy, x,yER.(R:(6,8),(8,6)).
118} Tog{x2y2)=i=log13, log(x+ty)-(log(x-y)=3 log2, xy R (R:{9,7)).
11%9) |og12x-(]/|ogx2 + |092y) = |092x, 1092x-|093(x+y)=

=3-I093x, x,yeR. {R: {2,6), (6,2) ).

X - BINOMNE JEDNADZBE

Jednadibe oblika ax"+b=0, n€N (1) zovu se binomne
jednadibe.
Riefavame ih rastavljanjem kinoma na faktere koriftenjem

formula: 02-b2={d—b) {a+hk),
B SEb P B (ALY,

a2-b3=(a=b)(aZtabeb?), S @

o dindetainy (o -abeny,

LR TR T T T N Ly

an Zm —{a+b)(a 2m_1-02m-2bi...+ab2m-2-b2m-1),
02m+‘+b2m+]=(u+b)(a2m-02m-]bt. ) -_ame—l+b2m)'

ili pak pc formuli:

7 +
x T (608 —m———— ¢+2kr % 3 win L 2k7z-); 0,1,...,n-143)
k1™

z= - u—b, = lzi, ¥=arg z.

Zadaci:
120) Rijesiti jednadibu x'+1=0, x €C.

Riefenje:

Luka Celikovi¢: JEDNADZBE Nestandardni zadaci za mlade matetaati
http://public.carnet.hr/mat-natj




- 32 -

Prvi naéin: (x2+'|)2—2x2=0, (x2+|—x\/5) (x2+|+xﬁ)=0 "

_2%iy2 _ =2fivz
21,2 7 ' X3,4 " z

¥ i 4 4
Drugi nadin: x ==1, x]'2'3'4=-FT ; z==1=~1+00i=r{cos¥+i siny},
$=T, r=lzl=1-11=1, el p\fr_.(cos‘::—mrﬁ sin %&Hﬁ):

b i AT
1 s51In 4—

x]=cos—¥-+ isin (2 TJ? + —;2 i, x2=cox———33r+ isin ——~3:z' =

:___g_+_{25_i,x3=ccs 532"'"51" 53{_-€ —qi'

X, Cos 7?2’+isin77r= 6 - 6 i
4 4 4 I
1213 Rijefiti jednadibu 2x+13=0, x&C.
Rijesenje:

(W03 (WD %20, Hix 3T ix?- H26x + Y89 =0,
— ﬁgsz .32 %1 Y73008
£ a3 4 :

1 '

_ T+2kTE
= 1'(cos-7——-

), k=0,1,2,8,

1225 Rije¥lt] jednadiby 3x*-2=0, xec.

Rieienje:

(Wix - N7 (Haxr H2) Wax-i ¥2)( Hawsi §2) = o,

i #3 i a2
e v e T
xy 5= ¥ 3 %3,4 3

Rije¥iti zadatak primjenom {3).

1:23) RE6IEH jednadebiy (Mol 1=1, HEC,

Riedenje:

(e b sog, Pediisodii® ezl =g,
x,=3, x,=5, X3, 4" 4%,

Viezhe:

)
124y » -64=0, xe&C. -
{R: x.|=2,. x2’3=-'|+ iﬁ, x4=-—2, x5’6= '|+iﬁ).

iz 33 45
Xl - TRINOMNE JEDNADZBE

Jednadibe oblike ax>"+bx"+c=0, n€N, n>1 (1)
zovemo trinomne jednadibe. Supstitucijom xM=t (2) svode se na
kvadratne jednadZbe atZtbt+e=0  (3).

Specijelne za n=2 dobivemo bikvadratnu jednadibu
qx4+bx2+c=0 (4).
Zadaci:
125) Rije3iti jednadibu x°-35x°+216=0, x£C.
Rjefenje:

(%) 2a5x %k 21820
<3t
2 _
12-351+216=0, 1,=8, 1,=27
1% aden, xPugden, Dt tird)=0, x =2, %, ==1FiV3
o, 3 3 .3 2 . 2.3 3 - 3V3,
27 xV=27, x7-37=0, (x=3}{x"+3x+9)=0, x4=3, x5'6= -x +—Q—i.

Viezhe:

126) xt-ax®+25-0, x€c.
{R: x,|,2= +{2-i}, x3'4= +{2+1} ).
P8 o0 € a

1598 (T2 92,9- 000, wet;

I _f1-ids -fi+ivs
{R: x'l,Z_ Fitiy x3'4—{- 5 "x5,6—+ —

X g=F 20 xg o7 FIYEL xyy gy 1 IV
X11 = SIMETRIENE (RECIPROENE) JEDNAD ZBE

Jednadiba o x"+a e Vs var sora =0, a €R, i=0,1...
n n-1 1 o i

.on, kod kejih su simetriéni koeficijenti (un,uo), (ﬂn_],u1),---

jednaki ili suproftni, zovu se simetriéne (reciproéne) jednadibe.
Ako je x=x  jedno riefenje simetriéne jednodibe, tada je i

x = ]T ili % = -:— takodjer riefenje fe jednadibe. Svoko rje~
o o
fenje simefriZne jednodibe je ruzli&ite od nule.
Akeo je paran broj i ake su simetriéni koeficijenti medjuschne
/2

jednaki, simetriénu jednadZbu dijelimo sa x"' %, grupiramo simet-
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s 2 e 3 = ] oo .
ritne lanove i vriime supstituciju x+ =5 by edakle ja:
1 2 .t 3
"2"_2':*'2' x +—3.=r-3r,...
% X
Ako je n paran broj i ako su simetrigni koeficijenti sup-~-

iotni, tade je 8 0. Rastavljanjem na faktore ovu jednodibu
svodimo na jednadZbu niZeg stupnja.
Ako je n neparan brej, tada je x]=l ili x = ~1 {edno rje-
+
tenje te jednadibe (jer je jedine -} '—';‘!1-), pa dijeljenjem
te jednodibe sa x-x,dobivamo jednadZbu niZeg i parnog stupnja,
¢iji postupak rjetavanja je prethodno opisan.
Zadaco i
e s 4 3 2 B

128) Rijediti jednadibuy x =3x"+4x"-3x+1 = 0, x€C,.
Rieienje:
Dijeljenjem jednadibe su xzfﬁ i grupiranjem &lanova dobivamo:
(x2 + l/x2)-3 (x+ 1/x) + 4 =0, Sups'i'vcijom x + 1/x =+ ,

2 2 2 e
odakle je x™ + 1/x” = ¢" -2, dobivamo jednadibu F2-3*+2=0; gija

1
st ' % A . z ;
su rjefenja t]—l, 2—2. bz x + == 1,2 dobivameo rjeienja zadat~

I P _
ka: x],2 = f(]+lﬁ)' x3'4—l.

129) Rijeiiti jednadZbu x5-2x4+x3+x2~2x+1=0, x EC,
Ried3enje:

Zadana jednadiba je neparnog stupnja. Direkinoem previerom
ustanevljavamo da je x,=-1 jedno nieno rjelenje, pa dijeljenjem
54,3, 2 ! 4, 3

x =2x +x +x -2x+1 sa xt§ dobivamo x -3x“+4x -3x+1, Prema

prefhodnom zadatku rjelenja jednadZbe x4—3x3+4x2-3x+l=0 {pa

stim | zodone jednodZbe} su:

_1%iy3 L
Rgdl T TR
R 6 3 4 2
130) Rijeliti jednodZbu 15x -128x"+275x -275x"+128x-15= 0,
xEC, . ' '
Riefenje:

a1 e R TR e i
15{x=T) (x 245t 1) {xck 1 (x 2mxt 1) =128(x=1) (x+ 1] (x 2413427 5% %

{x-1){x+1)=0, , ) "
(x=1) (x+1)(15x"=128x"+290x~128x+15) = 0,

1 z i
x]=|, % 4= -1, Xa= 3, X,T 3, X5 Er

2
131) Rijesiti jednadibu x +3x°-2x"-6x+4:0, x€C.
Rjelenje:

’ 2, 4 3
Zadanu jednadibu moiemeo pisati v obliku: (=" + —-2—) +3
%

2 i 2 4

(x - 3]-2 = 0. Sypstitucijom x - = = t, odakle je x '+ — =
* X

= r2+4, dobivame jednadZbu Ir2+3f+2 = 0, &ijo su rjelenjo:
t= “2, t,= -1, Rietenja zadatka su:

=-1 + == =1.

x],Z_ 1+ﬁ, g 2, Xy

Vieithe:

132) x6—2x5+4x4-4x3+4x2-2x+l'-'-0, x EC,

- L raris _ 1+n/§)
o TEIW 3,

(R: xy 5= *i, %3 4 v Xg g
B o o 3 2 12- 0. xec
133) 12x7+56x +107x7-107x"4#56x o R .
- _ 3 B 3+n/i")
(R: xy= 3, X7 3¢ X3 47 ~4 :

Xill - JEDNADZBE 3. STUPNIA

3 2
Opéi oblik jednadzbe 3. stupnija je Ax"+Bx +Cx+D=0 {1).
B ; )
Normitanjem i sypstitucijem x=y = =5= {23 0:10 prelq32| u+no"|.‘0 -
miranu jednadzbu 3. stupnja bez kvadrotnog élana: y tpytg® .

Rjefenia jednadZbe (3} su:

YiTutv, ygT - ;- {uty)- —\(Qi(u-v)i, ¥t~ ]f(u+v)+ Q(U-V)i 4.

gdie fe: v= 1\/ F/ @B, v=9\/- I/ & ©.

lzraz: D= (%)2 +(%}3 {6} zovemo diskrimenanta jednodZbe

{3), o koristimo je za diskusiju rieienja te jednadibe:
{a} D>0 > jedan korijen je realan, a 2 konjug.-kompl.,
(b} D=0 & sva 3 korijena su realna, od kojih su Z jednaka, » (7}
(c) D&LO (tzv. casus ireducibilis-"nesvodljiv® sluéai)
sva tri korijeno su realna,
a dobivamo ih primjenom friganometrijskog oblika
kempleksnog brejo avako:
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Xyp= 2*% cos —‘LEH r k=0,1,2,

z= - -g-Hﬁ, r=lzl = —{%)3 . Y=dorg z .

Medjutim, ukoliko se moie, jednostavnije je jednadibu {1)
rijeditl rastavijanjem polinoma no fuktore, adnosno traienjem
racionalnih | kompleksnih korijena.

Zadaci:

134) Rijediti jednadiby x =6x-8=0, x&C.
Riefenje:

D:(§)2+(§)3 = 9-82130. Prema (5) je v= 4y 3+ = ¥4,
y= ;VS-VT = Qﬂ' ¢ PO su prema (4) rjelenje zadatka:
= Vi V7, x, - -}V ¥ 3 - Yo

135} Rijeliti jednadibu x3-'l2x-16=0, x&C.
Rieienje:

(8)

3

D=64-64=0, u=v= A8 =2, x;=4, x,=x,=-2.

Rijefite zadotok rostavijanjem polinoma na foktore, odnosna
trozenjem cjelobrojnih korijens jednadibe.

136) Rijesiti jednadzby x°-3x+1=0, x€C,

Rjeienje:
b _ 3 i 1.,
D~I - I= - Z‘CO. Prema {B) je: z=- Hti \£-3- =a+bi, r=lzl=1,

27 b
f =arg 2= T..(zbog tg = E:—ﬁ)' xk+l=2 %.cosw .

k=0,1,2, pd je:
2
x,= Zcos —575-.:1,53209, x,= 2cos Q-g_: -1,87939,

x4~ 2cos 1—4‘;{_:0,34730.

137) Rijediti jednadibu x°-3x2+3=0, x€C.
Rje¥enje:

Supstitucijom x=y+1 (a},prema (2) dobivamo jednadZbu:

3
(y+1)7-3{y+1}" +3=0, tj. y3—3y+l=0, cgija su rjeienic prema pret-

hodnom zadatku: y1=|,53209, y2=-1,87939, Y3= 0,34730, pa su

prema (a) rjefenja zadane jednadibe:

x,=2,53209, x,=-0,87939, x,=1,34730.

= A7 «
Vieiboe:
138) x°-3x-2=0, x€&C. (Rix;=2, x,=xg=-1).
139} x3+15x+124=0, x€C. (R: x;=2, x, 5=2 $3/3i).
140) x3—3x—]=0, x€C.

(R: x;=1,87939, x,=-1,53209, x,=-0,34730 ).
1413 B oa =ty bl
(R: x,=2,87939, x,=-0,53209, x,=0,45270 ).

142) Rijefiti jednadzhbu x3+ax2+bx+c=0, a;b,c €R, ako nieni
korijeni Zine: a) aritmetiéki, b) geometrijski niz.

®: @) x; 3= g—(-02tVat-2700), xp= - D).
b} *3,3 = % (—a+§Jc_;l/02—20‘1\/--3 g’\/ c2 Y, Xy= = g‘{:.

Uputa: koristiti: u=-{x.|+x2+x3), b=x]x2+xlx3+x2x3,

C== Xy iXgrXgs te X 5= %(x‘-kxs) kod aritmetiZkog
niza, odnosno x2=Vx]x3 kod geometrijeskog niza.).
X1V - JEDNADZBE 4. STUPNJA

Opéi oblik jednadibe 4. stupnja glasi:
4 3 2

Ax +Bx"+Cx"+Dx+E=0 {1}. Normiraniem i supsfitucijom
x=y = 4BA (2) ono prelozi v normirany jednadibu 4. stupnja

hez kubnog élana:

4 2

y tpy tqytr=0 (3).
Jednadzbi (3) pridruZzujemo tzv. rezolventy
13+2p22+(p2—4r)z—q2=0 {4).

Ako su zi'ZZ'ZS riefenjo jednadZbe (4), tada su riefenjo jed-

,nadZbe {3) dane izrazima:

= é(ﬁ ’/Z_;'/z_ah Y= '5(-I/=—,+/z_2 +Vzy) ,
’3” ]E( Vz—l_ I/1—2”'/2_3)' Y4 15('/;*'/2_2-“/2_:;). za q>»0

odnosna:

(5}
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vi= S Vg Vag)s vym bie - g Vo),
Y3~ %‘(' Vet Vg fzgde vy ’15(' fzy- Vzp+ I/:3)f za 940,

Nakon toga iz (2} i (5), odnosne (2) i {6} dobivamo rieenja

jednadibe (1).

Diskusija:

{g) $va 3 korijenu rezolvente (4) su realna i pozitivna D svi
korijeni jednadZbe (3) su realni,

(b) S5va 3 korijena rezclvente {4) su realna i to jedan pozitivan
i 2 negativna i medjusobno rozligita =» svi korijeni jednadzbg
(3) su kompleksni,

fc) Svo 3 korijeno rezolvente (4} su reatna i fe jedan pozitivan
i 2 negativne i med{usobno jednaka > 2 korifena jednudibe
(3) su realna, o 2 konjugitono kempleksna,

{d) Jedan korijen rezoclvente (4) je reolan i pozitivan, a 2
kenjugirano-kempleksna => 2 korijena jednadzbe {3) su real-

{(6)

rm

na, a 2 konjugiranc-kompleksna,
Medjutim, ukolike {e moguée, jednostavnije je jednadzbu (1)
rijediti rastavljenjem pelinomg na faktore, odnosne traZenjem
racionalnih i kompleksnih korijena.
Zddaci:
143) RijeSiti jednadzby x*+8x2+16x+20-0, x€C.
Rielenje:
Rezolvento zadane jednadibe ><4+Bx2+|61.+20=0

23+1622-léz-256-=0 (b), d rjelenja rezolvents {b) {do kojih

najlakie dolazimo trazenjem cielobrojnih korijena) su: 2z =-18,
22=-4, z,=4. Kako je q=163»0, rjeienja jednadibe {a) s0
prema {5):

x = g(=4i=2i=2)==1-31, x,= L-4ie2i42)=1-1,

{a} prema (4) je

xy= JAI=2142)=140, x,= (4i+20-2)=-143i .

Rijeiite zodatak primjenom V.

144) Rijetiti jednadZbu x +dx’+14x’+36x+45=0, x€C.

Rie3enje:
Prema (2) supstitucijom x=y-1 (o) dobivamo jednadzbu
y4+8y2+|6y+20=0, Zija su riefenja prema prethodnom zadatku:

=_331: S1E3 . . RN
Y'I,Z 1+3i, y3'4 I+i, pa su prema {a) riefenja zadatka;

x]r2= =-2+3i, x3r4=

Rijefite zadatak primjencm V.

+i.
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145) Rijetiti jednadzbu x*+2x 4x7-1 = 0, x€C.
Rieienje:

Prvi nadin:Supstitucijom x=y - % {¢) debivamo jednadibu

16y4-3y2-15:0 (b}, Eiju su rieienja: Yy,2° i |/3_/2,

Y3 47 F\E/z, Prema (a} rieSenju zodane jednadibe su:
r

X = - l—; ﬁ i, x = - ]—; Jg

1,2 p R S - B CRi o

2 2 2 - 2?2+
Drugi nagin: {x #x)7-1, xTtx=+l, xtx-1=0,

xy g VB, kg = g1E VR

4 2
Vieizbe:

146) x*-15x2410x42420, xE€C. (R: x;=~4, x,=-1, %322, x,=3).

187y 5t -pxv2=0, x€C: (R: x =xp= 1, g 4==170)

3,4
3 -

4
148) x -4x +5x2-4x+4=0, x€C. (R: x.|=x2=2, x3'4=+i).

149) x4+4x3-8x-4=0, x €EC. {R: Xy 9" -2;/5, Xa 4= ;/2').
[ f
150) x4+x3-3x2-3x+6=0, xE&C. (R: x,=-2, x,=1, x =¥ \(5)
1 2 3,4
151) Ake su XyrXgeXarXy rjeienia jednadibe ><4 + ux3+bx2+
+ext+d = 0,0,b,¢,dER, dokazali da je tada: u=~(xl+x2+

ok = + + + + =a +
%4 x4), b X Xptx Xk, X Fx, X, x2x4+x3x4, c [xlx2x3

+x]x2x4+x]x3x4+x2x3x4}, d=x1x2x3x4,
XV - SUSTAY JEDNADZBI VISEG STUPNIA

Zodacei: 2 2 2
152) Rijefiti sustev jednadibi: xby+z=1, x "ty +z"=1,

x ty +23:l, x,¥szER.
Rjeienje:
Prvi nagin:

x3+-y3+23—3xyz=(x+y+z)(x2+y2+22-xy*yz-zx) 21 - 3 xyz =
21+ (1-xy-yz-zx)=? Ixyz= xytyztzx = %((x+y+z)2 -(x2+y2+22)) =

= 10 - 0) = 0 Bxyz=0  (b).

L+ ]

9y azo 3oyEen CVRRIET Eyretey,
gre=1/2 9 y2+2%42y2=1 3 142y2=1 D y220 (c).

o]
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121) =0 D 2=1 , 1°2) z=0 D> y=1.
Analogno izlazi:

2% y=0 9 (x,y,2)€{(0,0,1),(1,0,0)} ,

3% z=0 =5 (x,y,z)é{(o,],0),(1,0,0)} ¢ pd su rjeienjao za-
datka: (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0).

Drugi nagéin:

Uvodimo oznake zo tzv. simetriéne polinome: Gy=xtytz,
Gz=xy+yz+zx, G3=xyz. Tada zadani sustav {ednodibi poprima

5 3 ey G RS
oblik: Gl='l, 61-262=1t 0'1 —36162+363=1, éije je riefenje

G =1,G.,=0, 6.=0, pa imamo:
1 2 3 P

xtytz=1 = xty=l-z

= 22(1-2)=0 3 2y.5%0 § 2451,
!

xytyztzx=0/z
xyz=0 "‘(><+y)22=0
1%) 2=0
xty=) >3 (x,y,2)€4(0,1,0), (1,0,00}
xy=0
2%y 2=1
xty=0 5 = (x,y,27€{(0,0, 13}
xy=0
Rjeienjo zadatko su: (0,0,1),(0,1,0},{(1,0,0}.
153) Rijfiti sustav jednadibi: x]+x2x3x4=2, x2+x]x3x4=2,
x3+x]x2x4=2, x4+x1x2x3 = 2, x],xz,xa,x4ek.
Rje3enje:

Mnofenjem zadane jednodibe redom sa XprXgpX 4 dobivamo:

3+

(x -|)2=|-x XX X 2 2
1 17°2%3%4, (x2—l) =1-x]x2x3x4, (x3-]) =1-x1x2x3x4,

17273
odnasno |x.|-|l=|x2-]|=|x3-||=|x4-'||.

(><4-'|)2=|—)< KX x4,oduk|e ie (x]—1]2—‘-{)‘2-1)2=(x3~1)2=(x4—1)2,

1°) Sva 4 izraza x;=1, i=1,2,3,4, su istog predznaka 3
) Xy TR TR TR, Dx,=xa=x,5x =]
x1+x2x3x4=1 172 73 74
2°) Tri od 4 izraza x,-1, i=1,2,3,4, su istog, a &etvrti suprot-

nog predznoka. Neka su no primjer xl-l, xz-l,xa—] istog ,

a x,-1 od njih suprotnog predznaka. Tada je XyTR=X =22,

2 73

4 3
=2, . x (e =T +1)=0,

pPa iz x, tx,x.%,=2 izlazi 2~-x,+x

4 717273 I 71

<A -

odekle je ili x‘=x2=x3=0, x4=2, ito ne zadovoljava za=
dani sustav Jednadzbi, ili X =Xp=X4=% =1, ¥to smo vet
imali u l‘:',r ili x]=x2=x3=-],x4=3, ito zadoveijova zada-

ni sustav jednadzbi. Ciklickom zamjenom delazimo do
jof 3 riefenja: [-1,-1,3,=1), (-1,3,-1,-1}, (3,-1,~1,-1),

3°) Dva od 4 izraza x,-1, i=1,2,3,4, su pozitivna, a 2 ne~
gativna., Neka su npr. X'I_1' x2-l suprofnog predznaka od

xq=t, x,-1. Tada je x;=x,=2-x,=2-x,, pa izzx]+x2x3x4=2
4xy (2930 (27x )22, Fin (20x,)(x;=1)¥=0. Odatls

je I1i x]=x2=2, x3=x4=0, ito ne zadovoljava zadani sustav

izlozi x

jednadibi, ili x]=x2=x3=x4=1, ito smo veé imali v 1° .
Dokle, rieienjsc zadatka su:
(lflr]t]): (_]!‘11'113}: (']r'113:'1): ('],3,"1,']],
(3,-1,-1,-1}.
2
154} Rijediti sustav jednadibi: x2=u+(y-z}2, y =b+(z—x)2,

z2=c+(x—y)2, x,¥,zER, gdje 5u a,b,c pozitivni realni bro-

jevi.
Rjedenje:
2 2 x-ytz a
xz-{:af-z)2 =o|: e O
y -({z-x)" =b 3¢ y-z+tx _ b >
2 _ l: z+x-y c -
z ~(x-y)" =c

2 2

. 2 -(x-y) =¢
{fatb)x-{atb)y~{a-b)z=0 /-(btc) 2
(~b+e)x+(btc)y-(b+c)z=0 /-{-ath) =

2
" =(x~y} =¢
(a+b)x-(a+b)y-{a-b)z=0 2= Slo2b)
_ blate) b
-’-_'} ¥= m}—x :.> y= (ﬂ+c} W #
2 2 3 ““;”25
AR A 22-(x-y)?=c
dbe 2_| _p bte fa
EECEED =TT e
_ b {a+c) _; Ssta b
Y uiE+c5 % NY Z ca
_ cf{at+b) _F ath,.fc
2= Srpre) * 2ot Sx—fa
T 3 . XyZ _ xyzZ XYz _
155) Rijediti sustav |ednudibl:x—‘?_’7— 2, -;-}'—i— 1,2, iR 1,35
x,y,zE&R.
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Rieienje:

Uzimajuéi reciproine vrijednosti jednadibi zodanog sustava,
delazimo do susteva jedngdzbi: 1/yz + I/zx = 1/2, 1/xy +

+ 1 /z2x = 5/6, 1/xy + |l /yz = 2/3, odakle dobivamo;

xy=2, yz=6, zx=3 (a}. MnoZenjem jednadibi (a) dobivamo:
(xyz)2=36, ti. xyz=+& (b). Iz (a) i {b) dobivame rjeienjg
zadatka: (-1,-2,-3), (1,2,3).

5 2
156) Rijeliti sustav jednadibi: x = = z= Y

7 ¥ T s
+ + +
x,¥,zZER, Tz 1+ ey
Rie¥anje:
lz sumog zadatka proizlazi do su x,y,z20. Nadalje iz

(z—l)2>,0 izlazi do je 22—2z+130, fi.l—z-z-}-.f:], po je
+z

2z

x=z-—*—2-—£-z. Analegno se pokozuje da vrijedi: z£y i ySx,
1+=z
pa je x=y=z. Zbog togo je x= —-—zii, x(x-1)2=0, x120 ili x,=

T+x
=x4=1. Riefenja zadatka su: {0,0,0) (jednostruko rieienje),

{1,1,1) (dvostruko rjelenje).
2

157} Rijediti sustav jednadzbi: x3+4y=y3-l—léx, —ZQ-H =
x;yER. T+x
Riefenje:
x3—16x=y3-4y, 5x2=y2—4,
19) x#0 = y# 0
3 .. '3 X508
wnlumy =y TSx #5x2:(x2-16)2 iy
sl foy ] el B 5x
4 2 . -
5 31x*+33x2-6420 5 7x) =F1 Sy, ,=F2.

5 _
2°%) x=0 D y“-4=0 D Y3, =2
Riefenja zadatka su: {-1,3},(1,-3),(0,-2),(0,2}.

158) Rijedifti sustav jednadzbi: y+2:[3-x)3, {2z-y}(y+2)=
= Gtdy, x2+zz=4x, X,¥,z2€R (1}, vz uvijet t z20 (2).

Rieienje:

e 1) falanls e teyid; Gdiea) =g lin; desdf T odan® {81

- 43 =

odakle Jeo: 22-220 i 4 - 2220, odnosno: z€RN(0,2)
2€[-2,29 , t]. z€[-2,000{2} (4). 1z (2} i (4) je z e{0,2} ,
pa su prema (1) riefenjo zadatka: {4,-3,0), (z,-1,2),
Vie2ba:

£
159) x‘xz...xn/xi‘-‘aixi, xi&R, a.€R, i=1,2, caayn.

{R: x, :‘/n—l LR PR / o s i=1,1,00.,n).

160) x+y+z=3, x2+y2+z2=3, xyz=b, x,y,z€ R. (Rt x=y=z=1},

161) xty+z=9, 1/x+ 1/y + 1/2 =1, xytyz+tzx=27, x,yrzER.
(R: x=y=2=3 ).

162) 3(x+1/x)= 4{y+ 1/y) = 5(z+ 1/z}, xytyztzx=1, x,y,z€R.
(R: (=1/3,-1/2,-1), (1/3,1/2, 1) }.

+
163) yz=ox, zx=by, xy=cz, x,y,z€ER, a,b,ceR .

{R: (010:0): (mr E: {Jﬂ,ﬂ/ﬁ:‘; 'JC—;; = V'Cl_b),
(*ﬁ:r {;: 'm)r (' ml G: m) )

164) x+y=axy, yrz=byz, ztxtexz, x,y,ZER, u,b,cei;, a#btc,
2 2
bfc+a, cfo+tb. (R: (0,0,0), (u-b+c' atb-c ' -a+b+c) ).

1635) y2+12+20x=302, x+y=2a, x,y ER, aéR. (R: (a,a,0} ),

3,3
166} xty=z, x2+y2=z, x +y =z, x,y,z&R.
(Rf (Olo;o)r (.I.for‘).r (Gt‘lr"]r (1,1,2) Y.
167) xty+z=0, x2+y2+12=x3+y3+23, xyz=2, x,y,z€&R.
(R: ('112f']): (21‘]:']) Y.
168) 2(y-2) {y-z)= z-2, 4x2+22=4z, 8x3+z=3xy, z.‘é?, xy,¥y,zER.
(R: (-1:232)! (0:]:0) )‘
“XV1 - TRIGONOMETRIJSKE JEDNADZBE
Jednadibe u kojimo se nepoznanice pojavljuju kdo nezovis-

ne varijable trigonometrijskih funkeija zovu se trigonometrijske

jednadzbe. o .
Pri riefavanju trigonometrijskih jednadzbi koristime fermule:
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. : T - e
sinx=sin(?f—x)=sm(37T'X):‘5'“(7r+*):‘°5(§ =x)= 'c°5(§+ x) 172) Rije¥iti jednadibu cosx- ﬁsinx=0.
Rieienje:
Dijeljenjem jednadZbe sa sinx#0 (jer u protivnom iz sinx=0 D
=2 cosx=0, ito je nemogude) izlazi: ctgx= V3, o odatle:

T, ez,

cosx=cos(27f-X}=-Cﬂ5("’_"‘x)=si"(%T-X):-sin(-a';'r" - x) 1)

tgx=-tg(M-x)=cta(R -x)=-ctalg + x),

| S—

y sl o e s
ctgx= —etg(@-x)=tgly - x)= -taly + x); 178) Rijesiti jednadibu cosx-y/3 - sinx=1,
o Rjefenje:
sin{x+2kMW)=sinx, cos(x+2kM)=cosx, tg(x+rkM)=tgx, 2) Larenie 2 3. 9
ctg{x+kM)=ctgx, ke€Z; ( Jednadiba arcosxtb-sinx=c ima rjefenje ake je a +b 3",
W T |-r2 U natem sluéaju je 12+[-\/5)2=4>'I=|2, pa zadano jednadZban
ga=t = sinx= ]_:T i cosx —»-;:2- (3) ima rjefenjs. " 2t -
Supstitucijom tg 7 =t, sinx = —% s COX =— iz zadane
Zadaci: 2 2 T+t T+t
o S . ; Oy__ .. 1.0 -t t
;69} R:|?§|f: jednadZbu sin{x+75 )=-sin}5 jednadibe dobivamo: ! 5 - ..f-. 2 5 =1, 124 3t=0,
jeienje: 1+t 1+t
4 o, . o o 5 o, . o
sin{x+75 )=sin{180°+157 ), sin(x+75 )=5in 195 f(t+ﬁ) =0, f]zo' 12: _‘/'3' "

1% x+75°:195°+k1-360°, k€2 xl=120°+k]-3600, k,€Z,

1)fgr=0=);-=k]u ky€Z = x=2k 7, k€2,

2)+g§--\/'—> 2—;‘——+k!£k262=)x 1‘37_r_+2k7' kp&Z.
T\,

Na kraju direktnom provjerom ustanovljovamo de za ;= 7
k€Z, tj. za x=M+2k, k€Z, zaodana jednodiba nema riefenja.

2%y x+75°= 3-180°-195°+k2»360°, k;€Z >
_ o . a
D x,=270"+k,-360°, k, €Z.
o
P -

170) Rijediti jednadZbu cos{x+ sin{x -‘—T)

174) Rije¥iti jednadZbu sinzx—cas2x—ﬁsinx+3=0.
Rjefenje:

Rjefenje: ST
cos{x+ %T}= cos( = (x = T) ¥, cos(x+ —)- cos(—- x),
T 57

o _ el .
1) wt 5= = x4 2k T,k €2 D x; = 7 +k]TZ', k,€Z,

sin x—(l—sinzx}—Ssinx+3=0, Zsinzx—_Ssinx+3=0. Supstifucijom
sinx=t&[-1,1] dobivamo jednodibuy 2*2—5f+3=0, Eije rie!eni;,
koje se nalazi u intervalu [—I,I] , dlznosi 1/2, Iz sinx=1/2

5f£.
3% s E’= 2?3’—(56_72' —x)+2k272', k2£:Z D 0x = ==+ 2k, T k 62, izlazi: *xq= ¥+ 2k'ﬁ, kléz' Wy —37--+2k T kzez_

3
kontradikcijao (lijeva strana je nula, a desnd strana nije
nula ni za jedan cijeli broj k2]'

171) Rijediti jednadzbu ctg{2x - %E)= ~tgx.

175) Rijefiti jednadzbu Stgx+7clgx=12,

Rieienje:

Mnofenjem jednadibe su tax#0 dobivamo: ngzx 12tgx+7=0, .
Zija sv r|e§en|u fgx 7, 'gxz-], pd su riefenja zadatka:

=:f+ k u, k,EZ.

Rieienje:

+g(2 + x) D 2x - 375': :g: x+ ki, kezZ > x =arc g 7+ k,ff-, k €Z, x,

ctg(2x- %’i)

N = 572-' +WT, KEZ D x = I1. {k+|}7r, kEzZ > 176} Rijefiti jednad3bu -1%= sin %.
' Rjet !
=)x:’+k7rk k+1€Z. ":""’x
Zsinf €05 7
5 = sin x D sin (1 Xy = 0= sin n=0 ili 1-cosh=0%
72 x 5 ¥ cos w) = = sin 5= 0 i 7

2cos 7
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o

S x =2k, K €Z il x,= 4k, kEZ.

Rjefenjo zadatka su: x=2k7, kEZ.

177) Rijediti jednadibu sin x+cos x=1.

Rielenje:

Zadanu jednad#bu moZeme pisati v obliku: sin3x+c053x=sin2x+
+c052x, H. sinzx(sinx—l)+coszx(cosx-1)=0, Poifo je sin2x>/0 i
sinx £1, tada je sinzx(sinx-l}_‘.(). Anclogno tome je i
ccszx{com-—l).&ﬂ, pa iz posljedrje jednadibe slijedi da je
sinzx(sinx—1)=0 i co:2x(cosx-'|)=0, ti. {sinx=0 ili sinx=1) i
{cosx=0 ili cosx=1), ovdnosno [sinx=0 i cosx=1}ili {casx=0 i
sink=1), odakle je: o

x 22k, T, k€2, xy7 5+ 2k,T, k€2,

Rijefite zadalak primjenom (3}.

178) Rijetite jednadzbu si'n10x+c0510x=l.

Rjeienje:

V-cos2x l+cos2x 5

1z (oGR8 4 2g0esx,

coi i Beg CIn= 320, piukia e x=k-7§r, KEZ.

e

=1 binomnim razvojem dobivamo:

179) Rijesiti jednodzbu sinx+tcosx-3sinx cosx-1=0.
Rieienje:

Supstifucijom: sinxtcosx=v, sinx ccsxmv {a), iz zadane
jednadibe dobivameo: u-3v=1 b). Nadnljs imamo:

. 2
sinxtcosx=u/

sinx cosx=v/ {=2) l+ %%[Uz‘” {e). 1z {(b) i (c) je

(w,vI€{t- 5 4 = 500 (1,00} .

lu) sinx+tcosx= - ‘5
4

sinx cosx= -

x =are sin_3+ 154 w2k, T0, k€2,
1,2 1 )

Lo . -3+y153 Tl
X3, 47 arc sin —ypg—* 2k2”-, k262.

. ek Cosx:g_#(sinx=0 i cosx=1} ili (sinx=1 i cosx=0)

20} sinx+cosx=]}
_ _T.
D x =k, W, k€2, x,= §+2k47f, N

=» sinx(- %’ - sinx)= - % & 9sin2x+3sinx~4=0 3

L 7 e
180) Rijetiti jednodzby (V 2+¥3) %+ (V2- Y3y =2%.

Rjelenje:

Dijeljenjem jednadZbe sa 2% izlazi:

( f , ° { o
( ]+V?£'2)x £ ¢ l—\/ﬁ.Z)x:]’ ( l+c;s30 )x+ ( |-c20530 )x___]‘r

{cos15%) %+ (5in15%) =1, x=2,

181) Rijediti jednadibu 2cos2 -sin27=1.

Rjedenje: " 2 2
. . 2 . wx_ 2% PN G e e
Supstitucijom: tg 5 = t, $ind =e—ppdosd Sy BZlgEL
+¢ 1+f
2

3+7+2t-1=0, r]=—1, r2=l/3.

o x=1_ T 37 p— <Y
19) 1g2% '=ml D 2%7 = 22 KTk EN D x=T=log,(Z—+

I

Fy
1 = i o wre 1y

2°) 192" = L5 2% eare tg 3+ kL, kz)“&—l: k€2 >

P, K EN D x =Ttieg, (5 + kD), KEN, .

arc tg =
1 = 3
> x—!'-'log?(urc t9§+ k2"')' k2>—-———, kzéZ >
1
Fiqrias
3 — arc tg =
> x2=1+logz(urc g 3+ kzk), k2> -—-—f—--—-—, k2£ Z.

182) Rijeiiti jednadibu Iogcousinx + Iogsinxcctsx-Z = 0.

Rjedenje: — T e
Uvjeti: (gesx >0, sinx>o, cesx#1, sinx#1) 2 x€ (2%, §+2kﬂ),

“€Z {a). Supstitucijom r:Iogc°sxsinx=l/Iogsinxcosx {b) iz zadane

jednadzbe dobivema: 72-2\‘+l=0, f2=| (c), pa imamo:

t.=
1
ogcosxsinx=1, sinx=cosx, tgx=1 {d}. 1z (o), (e} i (d) slijedi:
_x T
x'l,2_ z"’ 2kit, YEZ.
183) Rijetifi jednadzbu tgfctgx)-ctg(tgx)=0.
Rieienje:

rrf 2k+1 o=
*Q{C’QXF’Q(;{- tgx) > C’gx=¥- tgxt kit ctguttgx= _2“_k =

cosx , sinx _ 2kl 1 - {2k+1YH
sinx +cosx T2 " ® sin2x 4

Luka Celikovi¢: JEDNADZBE Nestandardni zadaci za mlade matetaati
http://public.carnet.hr/mat-natj

; 4
% 5|n2x: W (Cl).




- 48 -

Iz tsin2x1£t = '(Té’Tﬁf' L1 > kezv{-1,0} (b}, pa su rje-
fenjo jednadZbe {a):

xy= ]Eurc Sinm‘%‘w+ 2k]:’T, kezsn{-1,0} , k,€Z,

1 . 4
X o= %{- F ore smm'* 2k2?2'; kéz\{‘“lfo}: k262.

184) Rijediti jednadibu Zsin2 (g::oszx)ﬂ-m)s(ﬁ'sian].
Rielenje:

1 - cast

Korittenjem formule h = ~dobivama:

cos{?[coszx)=cos(7rsian},Wc052x=;wsin2x+2kﬁ, k&Z,
co:zthsinx cosx=0 (zbog k=0).
Rjetenie zadatka su:

?{ -
xp= 7+ ki, k€2, X2,3" tare elo2+k, T, k€ 2.
TR TR &
185) Rijesiti jednadzbu log, ITxl + 199 07,13
_ 2
sinz(x+y)—25in{x+y)+2

Riedenje:
log g i Wi+ 1/log, 1 Txl = 2/(sinlxty)-1)2 .

lijeva strana {ednadibe je 22, « desna £ 2, pa je svaka strana
jednadibe jednoka 2, ti. mora bifi: Iogslﬂfxl =1 i sin(xty)y =1,

odnosno: |TxI=3 i x+y=¥+2k7r, k€Z. Rjetenju zadatka su:
-3 - 4
X = ?—r, yl_i-i- §+ 2k.|7z, kléz,

3 -.3 T
YT RgTEY 2k JT, k,€Z.

*2

186) Rijedi'i jednadibu x°+6x sin{xy)+9=0.
Rjesfenje:

(K+3=in(xy))2+9(|-sinzfsy})zo = (x+3sin{xy))2+(3cus(xy))2 =
=0 & x+3sin(xy)=0 (a) i 3eos{xy)=0 (b). Iz {b) je sin{xy)=

£ . . 4 4 = ;
== 1, pa iz {a) izlazi da je x= +3, na osnovu Zega iz zadane

jednodibe izlaozi: (;3)2‘*6'(;3]'5”(;3)’)"‘9:0: sindy= ~1,
y= 7;4- k%, k€Z. Rjetenjo zadatka su:

-3, T+ 2By, 3, T 12, kez.
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187) Rijediti jednadibu x"-1=0, n€N, x€C.
Rieienje:

Primjenom Moavreove formule

3
-QE: D\"r_(costnz—E—Tr—‘*’ i sin%k—")r k=0,1,;...,0-1,

b . .
z = at+bhi, r=1zi= c2+b2, ¥=arc tg a—;lzlczn

2 5
x= %: cos 2':]1( + i sin :E, k=0,1,..., n=1, ¥to moZemo
2T
n

pisatt i v ebliku: ¥= Ek, E= cos —27~1?-z:-+ isin s k=0,1,...n-1.

188} Diskutirati u ovisnosti od m &R r{efenja jednadZhbe
(m-2}c052x-2m cosxt+t2mt3=0.

Rielenje:

Kako je cmx&{-'l,l] , todg prema zadatku 14 izlazi: Jednodiba

ima jedno rjejenje za m€{-1, - 15—] . a dva rieienja zao méf-2,-1],

dok za meRN[2, - 131 jedrnodZba nema rjeienja.

189) Diskutirati u ovisnesti od m&R riefenic jednadibe

1+{sinx+cosx) _

inxtcosx) + D
{sinx sx) 5inX Cosx

Rjefenje: 2,
Supstitucijom sinxtcosx=+ {o), odnosno sinx cosx = = {b}
(ito se dobiva kvadriranjem (a) )}, zadano jednadzba poprima
oblik: {t+1} (12-(m+‘l)'r+m+2)=0. Zbog sinx cosx#0 je sinzx +
+co.~.~2x+2sinx cosx-l'-"-(sinx+cosx)2-1=|2-'I=(f-1)(|+1) A0, a
odatle t+1#0, pa prethedna jednadiba poprimo oblik:
12-(m+l)++m+2=0 {c).

i 7.
Kako {e f=sinx+cosx-‘—'sinx+sin(¥'x):25l"¥‘:°5(x = :{):

=2 cos{x~ g) i kako je -1%cos(x - %r)f:l, tada vrijedi:

tel- V2, ¥Z] (d).

Pfe[ma f:.armulJuma [b={11) i 11-{12) izlazi da jednadiba {c) (pa
stim i zadana jednodZba) ima jedno_rielenje v intervalu

[ V2, (7] za meRN[2-3 7, 2+3¥2), a oba rjefenja o tom
intervalu za m€£2-3 ﬁ, 1-2 \/-i'] ¢

196) Rijefiti jednadibu: 2arc sinx=drc sinZx.
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Riefenje:
sin{2a%e sinx)=sin{arc sin2x) => 2sin{arc stnx}ecos(arc sinx) &
=2x/:2 = x-ﬁ-sin‘(urc sinx) = x D x-\}'l-x2=x ] x(Vl-x2-1}=0$
3 x=0.

191} Rijesiti jednadiby are tg 'I-lx = are ctg %= % 3

Riejenje:

Korittenjem fermuia ’9{"'“):1_:?:7--*%"? . ctgu =

1=~ 2
tgu = F':‘:‘fﬁ . gos%rz —3@, dobivamo :
1 '|

T-x

1_;&1—_1—-—_—71: ‘/ V3 J2-r,>¢v42r, Ixl =11-¥31,
g P

%= T4 =3y

192) Rije¥iti jednadZbu sign log (log x)=tgx.
Riefenje: 1/10 3

Prema definiciji logoritamske funkcije mora biti log,x >0,
ti. x»1. Kako je: I 3
ogsx)'l x?3
lcgl/‘o(iogsx)g 0 zo |093x=l e ti-zagx=3 ;
log x6(0 1} faxed
=1, za x»3
tada je: signlogl/lo(logax) = 0, za %= 3

1, za 1£x£3

1% x€{1,3) > fgx=1 > x=?£4'+ KT, kez > jednadibe nema rje-
fenja jer ?IT+ k'l’-fé(l,S) ni za jedan kE€Z,

2°) x=3 9 O=tg3 D jednadiba nema rieienja jer je 'g3#0,

3% x€(3,00) > tox=-1 D x = L 4+ LT, ke N,

4

193) Rijediti sustav jednadZbi: sinx cosy = 2- ¢ Cosx siny = %
—

Rieienje:

‘,_,
Zbrojanjem jednadibi dobivamo: sin{xty)=1, x+y= £ 2k i, kzez,

2
y = ?{- x+2k27, k2&Z {a), Uyvritenjem (0} u prvu |ednudzbu
dobivame: si zx = l-, sinx= & ?—r+ k;?r, k]ez, odakle je premo

. 3
T
T+ {2k2-k1)?2', ki, k,EZ.
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R|e§en|c zadatka su, dokle:

+ kT, T+ (2ky-k Y, (- 4+ KT, ?_:f—[+ (2k,-k VT,

(6 6

ki Kk, €EZ.

]'
194) Rijesiti sustav jednadzbi: Vsinx cosy=0,
Zsinzx-c052y=0.
Rijeienje:
Uviet: sinx20 (a). Kvadrirenjem prve jednadibe i sredjivaniem
drtuge dobivamo: sinx cos2y=0 {b} i
2(sin2x~c052y}=] {c). ,
{c
1°) sinx=0 > x=kT, kezZ => c052y= - 1540, kentradikcija,

2% c052y=0 = cosy=0 =» y= ?*‘ KT, ez g sinx= ;5/2 (2
W
:(ggeszinx=\r§/2 > %y = 1—r+2k1?r ki€Z i x,= TH +2k27r,
Rjesenfa zadatka su:

7 T 37T o e 5T
(4+2k“c’ +kr‘f),( + 2kl 5t k), kypky ke, k€2
195) Rijesi'i sustav jednadibi:
¥ sInx=|ogzl-;]:_I3nx | (0):
2
(6y2e2y) (4%1M X1 q008 ")— 25y 2 byt (b} wko Yo

Iyl £1 {c).
Rietenje:

. 2 2
SRy SR Ty {d) iz (b} dobivamo:

Supstitucijom 4
(25—6f)y2+(6—2l-)y+] =0 (e),
°) 25-61-0 > 1= ra {E; (6-2- 5))"”:0 = ng (f), no tada
. H f 3 ..
iz (o) tzlazd: ;5" Hi=lagyl %+S:I3:X' (:)|°92] a3
£leo 3 <lo l—= -2, tj. -
- 92 -,_6 92 7 ’ i

kontradikcije;
_ -(3-+)¥l’+2—16 (d)
B ¥ e =

£-2, ¢ime dolozimo de

] o

2% 25-6t#0 (_f'.f y

1,2 5-a¢
sinzx coszx -J sin2x coszx 2
{d} -3+4 +4 + ¥4 -4 ) i
= 7 7 r *
25-6 (4°10 14508 x)
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2 . 2
2.4%9% X _ 3 5.4%0 %X _

Y17 ) ) (a)s ¥p=

, 2
25_6(4sin X, 408 x) 25_6(4!”‘1 X, 4508 x}

2°1) 1z {a) § (g) izlazi: y sinx=logzl%l=logzlsinxl—
- 1+3 = i - ]_ £y i -
|ogzl—)y | |09215|nx1 |092I3+ yl |092 sinx

inzx
- |092I2'4s
-l£y slnx—log2ls|nxl—1-25In2x--], t.

y sinx—log2ls|nxl-—l—2;m2x—~4 ; odakle je:

ysinx=-1, |092|sinx1==0 i sin2x=0 {i).

Sustav jednadZbi (i) nema rjefenja,
292) Analogno iz (o) i (b} izlazi:

¥ sinx=|ogzlsinxl-l-2c052x=—;, odakle je:

y sinx=-1, logzlsinxl=0 icos x=0 (j}.

Sustav {j) ima rjeienja x= z 1§T+ 2k, kez, y=+1, ali

sustav (a} i (h) zadovoliavuiu samo; X= ?+ ZkFZ, keZ,
R|e§e:"'n|t:|‘I zadatka su, dakle (§+ ZkT -1}, KEZ.
Vieibe:
196) ctgx=tg(2xn D). (R: x= i{'ﬁ T, ez,

197) sin{ '.I—x)— -cos(2x+I (R: Y =-]-1%K + 2k.|1r, klez,
. 5T 270
%y =35t kp 3 k&)

1928) sin{xt30 )+s|n(60 —x) 1=0 (R: X =60 +|<‘v360 ; k]GZ,

‘ x2=330°+k2- 3

. {R: x1=¥+kl’?‘£, k,EZ,
4
I+

199) 2sinx-3sin?xt1=0

X, k,_.'-‘}", k,€2).

200) sinx+cosx=1+sinx cosx ({R: x1=2k.|72‘, kleZ,

4
Xy= 3 +2k2’l't’, k,€Z).

60°, k,€2).

{h).

I= log., sinx —1—2sin2x, pa zbog (¢} slijedi:
V4
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201) 8cos4x+155in3x co:x+165in2x coszx—3c052x-2sin2x-5=0.

(Rt x, ,=k,TE, k €Z, x; ,=orc 1911—4(15¥ V233)+k, T,

1,2 3,4
202) tg5x-2tg3x=tg5x fg23x. (R: x=kT, K€Z).

FO8) N e R % (R: xe{k-glkez}\{kfgl kez} Vi

204) 32cosCx-cosbx=1. (R: X, =7§f+ k]?Z', ey €2,

£ 2

*3,4
205) 1gx+cfgx—sinx+cosx. (R: & }.

f . 2 i
206} 'I/ -sin"x/(sinxt1)

2‘0' X - E)'

) T
|ogzsinx(1+cosx)=2. (R: x= §+2k'fT, kKEZ).

208) sin(M Inx)+cos(Winx)=1.
{R: xy = e]/2+2k'|,k]&Z, P

x

1
207)

2k2
4= 4 k2£Z ).

. 1
sinx-log cosx = 7 .

209) log sink cosx

sinx cosx

(R: x = %ﬂzkﬂ’, LezZ ).

210) 2Iogsinx¥gx+Iogrgxsinx:B.

(R: x =arc sin ";'—‘/5-+ k¥, KEZY.

211) leg ('l'|;>(+<:fgx)=l—|c>g2

sin2x sin2x:2

4 37T o
(Re %, -§+k172’ k€2, xp= —g— +k,00, k,EZ ).

212} <tgl %rcos2?rx)=\{3-. (R: x= £l 5 tk, KEZ ).

213) e 2x+sin(xy) +1=0 (R: x=+1, y= - —2??+2k71', k€Z ).

214) cosx+tcosy-cos{xty) = % .

+ T _+ T '
(R: x= = g+ 26T, \\€EZ, y= - -3-+2k2'?f, k,€Z).

215) cos2x=m sinx, mER. {R: jedno rjedenje za mERN [-
a oba riefenja za m€{-1,1] ).
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= {atb)xtc = 0 A -h =
214) sin3x=m sinzx, mER, (R: jedno rjeienje za mg R\[—'I,'I] i {a=b)y

c
o oba rijeienia za m€f-1,1] ).

o +
]u;’-b#x=--—-.5—°+ . ¥y=0

i 2 =7 . = =
217) bare sin{x -4x+8,5) = /(. (R: Xy 2, L 4 ). 20) aehfld 3 x= = cu , yER

218) arc sinx ¥ are cosx = IC (R: x€[-1,1] ). 3% a = =b, ¢=0 3 x,ye&R

o
219) cosx- sm(x+y} 0, cosy- sln(x+y) 0. 47) o= -b, c¢#£ 0 > ¢

(R: (§+ o %ﬁ T, (—+2k3~'£, '%r+ 2, ),

T, _53?:(-+2k Ty, (—+k'!?.' -—+(k +2k )")r

223} Rijediti sustay jednadibi
6x(1«2i}=3z-8iy,x(5-8i)=2z-4iz+2, x,y,zE€R.

Riefenje:

{(6x-3z)+i(By-12x) = 0 A (Sx~2z}+i(d4z-8x) = 2 & 6x-3z = 0 A

By-12x=0A5x-22=2 A 4z-8x =0 3 x = 2, y =3

5T
('E,"'+ 21-:5

k'l'k2'k3'k4'k5'k6'k?'kaez iz
2 .4 . 4
220) sinx+tsiny= sln3x+s|n3y, s|n2x+stn y=5in x+sm ¥ .

224) Rijeliti jednadibu lz-11 -Z + 2i = 0, z &C.
(R xefk, T, Fran@ik ez} , yell, W, T+ 2k, T ke 2} ).

Rielenje:
lz - 11 ~Z+ 2i=0

221) (3-y2}0052x = log,l —MSL*-— ', SEREIVE S - Gy ey }=> {x=1)+iyl-xt (y+2})i = 0 =D
[y2+3y)-(32+25in4x +Y(3]2ucsolsn4xx+)sin22x'—4): 2y2+l6y+64, 2 Vix-1) :".:_2)'_2:' xt (y+2)1 = 0 = — 5 . 5
1€y4£10. " {F(x-l) +y" =x = 0 } :{V(x-l) td = x P x"-2x+5=x" P x= 7 5
(R: x-k?f kEZ, y=1}. y+2=0% y=-2 y = =2

XV - JEDNADZBE SA KOMPLEKSNIM z=3- 21,

KOEFICIJENTIMA .
225) Rijefiti jednadZbu 2z°+ (4-i)z-i = 0, z€C.

Pri riefavanju evih jednodibi koristimo se formulama: Rieienje:

Neka je z=x+i, x,y€R (a).
Tada iz zadane jednadibe dobivamo:

at+bi=ctdi &» o=c, b=d

5 - Ry 2ywity) Pea- Iy AT =0

z=a+bi r= lzlb= a“ + b 2(xz—y2+2xyi)+(4x+y)+i(-x+4y)-i -0
ta¥= 3 (ZRZ-25 PR eryN % 1 Ry dgnl] 20
B = B o TR 1 B ERE sy iR 2x%-2y 2t axty = 0

dxy - x + 4y =1 = 0 =D 4y(xt]l) = xtl
Zaoadaci: ®y Za x# -1 iz druge jednaodibe je y = %, pa iz prve jednadibe
222) U ovisnosti od a,b,c diskutirati riefenja {po z) {ednadibe debivame: T6x2+32%¥1 = 0, ¥ P

= -1 +
az+bZ+c = 0, a,b,c€C, =z€C,

*1,2 |
2% Zo x = -1 iz druge jednadibe je ygR, ali iz prve jednadzbe
izlazi da y€ R, ito je kontradikecija sa (a}.
Rieienjo zadatka su dokle,
V135 1

21,2 B, B nkd i.(lzvriite pokus).

Rietenje:

z = x+|y, Z=x-~iy, x:¥€ER
az+b3+c=0 3 alx+iy)+b{x-iy)tc = 0 > (a+tb}xtc + ila-bly = & 2
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226) Rijeiiti jednadzhy T = 23, z £C.
Rieienje:
z-xtiy, Z=x - iy, x,y€R
S o mmpendurail T e lyelaVeluy id Bt yep )45
> xixZ-3x2 )iy (y2-3x=1) = 0 D x (x2-3y% -1)=0 (a) i
y (y2-ax*-1) = 0.
1% x= 08y 21 =03 Y1) (1) = 0> ye{-1,0,13 >
> z€f{to,-1), {0,0), (0, 1)}

3% w7 0% 245,207 w8 Qe

2°1) y=0 x2-1=03 xe{=1,}> zef-1,01,0,0%

2°2) y 70 y2iaii -0

2 2
P =% +3y -3=0
4 2 1 +
3 - % =0 == =
x2-3y2-| =g ) }-) 8x 4 x 2¢R,,,
ito je kontradikeija. Dokle, riefenjo zadatka su:
Z.l= (01"1): =i, 22 5 (0!0) g, 23 = (Ol]): i,
2= {-1,0) - -1, zg = {(1,0) =1,

227) Rijefiti jednadzby (E-i)° = 1-i, z€C.

Rjeienje:
. . g
z = x*tiy, z=x-iy, x,y€ER - E_+2k'f
G211 31 = J 0 5 3= AT + 1 aze Yo T
- 1-’+ 2KT
b0 sin )t 1= 2 (cos 3‘;"?&» Bkl 8';“‘:?)“, 1=0,1,2 >

> 2= %7 (cos 8_"5-'_?(- i sin 8“3'171)-;, ke 0,1,2% 2, =

& & & &
58 L s s A -i(254+l),za‘—:-:§z

&y7,

3 2 2
Y ije2be:
228) lz+lb+ z+ i =0, z€C.

{(R: z = =1 =-1).

229) = 2%, Z€C. (R: z=0, z2,=1, 7, = - 07 V3.
I

230y 2 -7 = 241 50, zec.

i R B S 5
XVIL - PREBLIZNO RIESAVANJE JEDNADZBI

Postoji viie metoda zae pronalaZenje pribliZnih vrijednosti
realnih korijena jednadZbi. Ovdje femo se ograniditi na grafi&-
ku metedy v kombinaciji sa joi jednom numerickom metodom (me-
toda rgspolavljanja, metoda iteracije,...). Sam na&in rjefavania
{bez dubljeg ulaZenjo v teoriju) ebjasnit €emo na primjerima.

Zadaci:

231) PribliZno rijediti jednadibuy x4-—x2+4x+'| =0, xeR,
Rjelenje:

Prvo &emo (za svaki korijen posebne) odrediti intervale realnih
korijena {tzv. separacijo korijena}. Za 'c postoji viie metoda.
Mi ¢emo koristiti graficku metodu;

ctoiantt - 0 Fraxray  (xozeeny = 4 >
2
5 ink2)? bdxa)? = 4} ) { (v 212 ly=110 = 2% heudniea
27 2 :
y = x ¥y = x parabola
Sa cr+efa je vidljive da je x‘e(-Z,-l),
x€(-1,0). Ako je f{x)=x"-xZtaxt1,

yext vedite da je tada: sign F(-2)¢signf(-1)#
#signf(0), pa smo do intervala real-
o nikh korijena mogli doéi i ispitivanjem

promjena predznaka funkcije f. Do
istog rezultcrta mogli smoe graficki
doéi i wzimajuéi;

eyt ou

x4-32+4x+150 D x4=x2-4x-'| #x‘i: (x-2)2 -5 =}y=x4 i

y= (x-2)2 - 5.
Dalje €emo koristiti metodu raspolavljanja {(vrakljivanja):

1°) x€{a,b) = (=2,-1), £(-2)=520, £(-1)=-3£40;

x, = “—;—E 2 -'-%ll = -1,5, F{x )=F(-1,5)=-2,187520;
atx _2_."5=

xy == 2= <1, 78, f(x()=F(-1,75)=0,3164063>0;
x1+xo

Xy =g = 1,625, f(x,)= ~1,1677246<0;
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X tx
1
Xq =—3—— = ~-1,6875, F(x3)= -0,48851040;,

X, tx
Xy = —5—=-1,71875, f(x,)= -0,1023856 <0,

x  tx
xg = 4 1 _ ~-1,734375, f(xs) = 0,1028482 >0,

=—Zy—= -1,7265625, f{x,} = -0,0007994<0;
x, :_‘;_5: - 1,7304688, .....

Delinjim pestupkom dolazimo do pribliZne vrijednosti korijena
feljene toinosti. (MoZite do je x_ aritmetiZke sreding izmedju
x i najbliZeg njegovog prefhognika L {m£n~2) za kojeg

vrijedi sign f(xm] # sign F(xn_]}. Nadalje uolite da je (a,b) 2
?..(CI;XO)?_("‘rxo)?-{x]:xz)a(xltxs)g(x]Jx4)2(x5:x4)2¢'-)-

ZaokruZeno na 2 decimole, vrijednost prvog korijena je:
x, = =1,73,
] r

20) Uzimajuéi da je x €(=1,0), na slizan nadin dolazimo do dru-

gog pribliznog kerijena jednodibe: Xy ¥ «0,24.

232) Naéi pribliZine vrijednosti realnih korijena jednadibe

x3 + 2x2+x - 1=0, x€R.

Riefenje:

Analognim postupkom kao u prethodnom zadatku nalgzimo da je
x€(0,1). Dalje temo primjeniti metody iteracije. Zadanu jed-
nadfbu moZemo pisati v obliku ;
x = ;2— . Neka je x, = 0,5. Tada imama:
(x+1)
xy = —d o = L = 0,4 x,= ] = 0,4792899
(Xo"‘” (0,5+1) (Xl"'l)

X = — = 0,456976, x, = — = 0,4710808,

(x2+|) (x3+|)
- ;E = 0,4620905, x, = 0,4677906, x,= 0,4641644,
{x4+l)

xg = 0,46645644, Xg= 0,465003, X10™ 0,4659324,..., pa je

priblizne vrijednost realnog korijena (zackruZzena na 2 decimale):
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x = 0,47. {Uolite da je X, = 7 = g(xn_]). Nadalje

(xn-1+l)
uoéite da niz Xor XysXgreas konvergiro premo korijenu x za-
dane jednudZbe), Umjestc metode iteracije mogli smo koristiti

i metodu sekante:

Koke je: x€£0,1) = [a,b), F(x)= x3+2x2+x-l, fla)=f{0} = -1<0,
F{b}= £f{(1)=3>0, tado imamo:

_a-F{b} ~befla) _ Qef(l) = 1-§(Q) 1 1

"o Hb) = flay "~ f(I} = F{Q) IS | 7= 0:25,
f{x_} = -0,609375 <0,

- et =l bl ) _ o,
1 f(b)—f(xo) g

X

25:3 -1:(-0,609375)_
- (-0,609373) = 0,3766234,
f(x,) = -0,2862641<0 ,
xyof (B) -bef (x})
2 TR S F (xy)
{Primietite da sklbp intervala {a ,b]?[xo,bjz[xo,bjg[x‘ ,b12...

x

= 0,4309253, i.t.4d.

odabiramo no sligan naé&in kao kod metode raspolavljonja, tj.
vrijednosti funkcije f u krajevima intervala su suprofnog predznoka),

Vieihbae:

234) x5+3x% +2x + 1, x€R.
(Uputa: x = %/-x. -1 . R: x=2,32).

235) 2legx - (x-2)2 = 0.
(R: x = §¥,43).

XIX DIOFANTOVE JEDNADZBE

Jednodibe u kojima traZimo samo cjelobrojna rjesenja zovu
se Diofantove jednadibe.
Jednadiba oblika

agxgtasxat.Lta x =0, aiEZ\{O] y 0=1,2,...,n, un+leZ (1)

zove se linearno Diofantova jednaodZba sa n nepoznanico,
Do {beskonaéno mnogo) riesenja jednadZbe (1} najieiée dolazimo
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po apsolutnoj vrijednosti najmanji, izrazime eksplicitno izdva-
jojuéi cijeli i razlomljeni dio, zatim umjeto razlomljencg dije~
la uvodime novu nepoznanicu keja takod{er mora imati samo
cielobrojna rjefenja,...

JednadZba (1) nemo rieienja ako je:
M(u],u2,...,un)=d>1 i M(u],az,...,wn,an+l) =1, (2}

Za linearny Diofantovu jednodibu sa 2 nepoznanice
ax+tby=c, a,b€ZN{0} , c€Z (3}
zd koju vrijedi Mla,b}=Mla,b,c)=1 (4} ,

osim Eulerovom metodom, matemo opée rielenje dobitl i po formuli:

(x:)’):(xl'b*:}"l*'ut); tEZ (5), Qdie jer (xl:yl)=(ch;cy°) (6}:
a (xo,yo} jedno riefenje jednodibe oxtby =1 (7).

Diefantove jednadzbe koje nisu linearne zovu se nelinedrne
Deiofantove jednadiba.

Zadaci:

238) Rijefiti jednadfbu 13x+8y=15, x,y€&Z.
Rjeienje:

P '5;—‘3" = 2a2x & i?_ > y=2-2x+u f{a} iu-= '—zﬁez (b),

(b) % x = LBV gue ¥ 5 esuey (e) iy - '—;-‘iez (d},

{d) » u= 1-3v, vEZ (e},
{c) 3 x=3y+v = 3+(1-3v) +v =3 = By, v€Z (f},
(a) & y=2 =2x+u = 2-2+(3-Bv)+{1=3v)= -3+13v, v€Z (g).

Rieienja zadatka su,dakle: o 3 -8
5 = ]+[ w, vELZ,
x=3-8v, y=-3+13v, vEZ (n}, Y. |y -3 13

Drugi nadin:
Pomotu Euklidova algoritma nadjimo prvo (prema (7) } jedno
cjeloabrojne rjeienje (xo,yo) jednadZbe 13x+8By=1:

[z 13=8.1+5, tj. 5=13-8.1,
8=5.1+3, tj. 3=8-5.1,
523,142, H; 2=5-3.1,
3=2.1+1, *j. 1=3-2.1
izlazi: 1=3-2.1=(8~-5.1)-{5-3.,1),1=8-5.2+3=8-(13-8.1}.2%
+{3-5.])='|3.(—2)+8.4~5=|3.{-2)+8.4—(|3—8.1)=
“13.(-3)+8.5, 1.
13.{-3)+8.5=1, odnosna {xo,y°)=(—3,5).

Prema (&) jedno rjeienje zadane jednadZbe je (xl,y1)=(cx°,cyo}=

(-45,75), po je prema (5) opée riefenje 'e jednadibe (x,y} =
(x‘-bn,y‘+bn]=(-45—3n,75+l3n), n€EZ. Za n=-b+v, vEZ,

Skl
dobivamao: (x,y)=(3-8v,-3+13v}, vEZ,

2??) Riieiiri jednadibu 6x1+9x2—]2x3+3x4
Rielenje:

Kako je M{6,9,12,3,10)=1, o M(6,9,12,3)=3>1, tada prema (2)
jednadZba nema rijefenja.

=10, x,€2Z,i=1,2,3,4.

238) Rijeliti jednedibu Ix+dy+10z=20, x,y,z€N .

Rielenje:

Cjelobrojna rielenjo zadane jednadibe 3x+4y+10z=20 (o) su
x=8=4t-2z, y=-1+3t-z, z,'€Z (b). Zbog x,y,zeNo {c}, iz
{a) izlazi da je z€{0,1,2} (). Zo 2z=0 (e} izlazi:

x=8-41, y= <1+3' (f), po na osnovu {c) mora biti *E{I,Z} {g).
Analegne za z=1 (h} i za 2=2 {i} dobivame da je '=1 (j),.
1z (e), (F), {g), (b}, (i), 7 {{) debivamo: ;

z 0o 9 1 2
t L | I
x 4 0 2 0
¥ 2 5 1 6 , pasurjeienja zadatka:

(4,2,0), (0,5,0), (2,1,1), (0,0,2).

23%) Rijefiti sustav jednadZbi: 2x+3y-5z=4, 3x-yt2z=1,
XeyszE€Z.

Riefenje:

Cjelobrojon rie¥anja jednadibe Zxt3y-5z=4 su:

x=3u+z+2, v,z €Z (a), y=-2uvtz, v,z€Z (b), ¥to uvritavanjem

v drugu jednadZbu daje: 1lutdz=-5 (c). Rjeienjo jednadibe (¢}

su: u=dw+1, t€Z {d), z=-11t-4, t€Z (e), pa imomo:

(b} > y=-2 (4 1)+{=111-4)=-19t-6, 1€Z (f)},

{a) B x=3 (41+1)4(=111-d)+2=4+1, 1€Z (g).

Rjefenja zadatka su: f[x 1 1
yl=i-19|t+l-6] , 1ez (h).
z =11 -4

240) Rijetiti {ednadiby 3%+4%=5%, x,y£Z.
Riedenije:

Odmah se vidi do [e jedno rjefenje jednadibe x=2. Pokazat &emo
da jednadibo nema drugih riefenja.

Zadonu jednadZbu moZemo pisati u obliku: (%)x + (%)x =].
Za x<2 bit te: )+ (D> @)% = 1, 0 za x>2 dobivamo:

(%)x+(§)x4(%)2+(§)2 =1, pa za x#2 jednodiba nema rjefenia.
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241} Rijediti jednadibu x -1982=y", x,y€Z.
Rjefenje:
2 2 ¥ & 5 . -
x -y =1982, (x-y){xty)= =2 (-991). Jednadiba nema rielenja
v skupu Z.

7 14 2
242) Ri{e3iH jednodibuy x'+2x y-x ‘=y’=7, x,y& N.

Rjetenje:

(x?+x2-y)(—x7+x2+y} = 7,

A= ><7+x2-)«r 1 =1 7 -7

7. .2 -
B =-x +x *y 7 -7 1 1
x= Y(atB}/2 2 - 2 -
y =-,"\+x7+x2 131 = 125 -

Rje¥enjc zadathasu: (2,131}, {2,123),
2

243) Rijediti jednadibuy x2+y +2x=4y-820, x,yE&N.
Riedenje:
(1) 24 y-2)%=13,
11224 0 (y=2)22 95 (xuy)= (1,5) 4
(xt1)229 1 (y=2)2=4 > (x,y)= (2,4).

2
244) Rijediti jednadibu x -xy+2x-3y-6=0, x,y&€Z.
Riejienje:

Koko x=-3 nije rieienie zazdone jednadibe, tade v jednadzbu mo-
semo pisali u obliku y= (x“+2x-6)/(x+3}), tj.

. Zbog Y€ 2Z bit te x+36{-3.'|;1;3] ¢ i x €

3
x+3
€{-6,-4,-2,0} , pa je ye{-é,—Z,—é,-2} . Rjefenja zadatke
su: {-6,-6), {=4,-2}, [-2,-8), {(0,-2).

¥ = g=] =

245) Rijefiti jednodzbu x2+5y=12345678, x,yEM.

Rielenje:

Kako x2 zuvrinﬁru ta jednim od brojeva: 0,1,4,5,6,%, a 5y sa

0 ili 5, tada x%+5y zovriova sa jednim od brojeva: 0,1,4,5,6,9,
a nikada sa 8, po zadono {ednadiba nema rjefenja.

246) Rijesiti jednadibu x| + yl = 102+9, x,y,zE€N, gdje e
ni=1.2....n .

Rie¥enje:

Desnag strana jednadibe je neparna, po to mera biti i lijeva stra-

ng, $to je mogube ako je tofno jedan od brojeva X,y jednaok 1.

- 53 -

Neka je no primjer x=1. Tada je yl=10z+8, no y! ne zavriavao
sa 8 ai ze jedan priredan broj y, dok desno strana te jednadibe
zavriava, pa zadanda jednadiba nema rijeienja,

247) Rije3iti jednadibu TI+2I+...+x1=y2, x,yEN.
Rjefenje:

Za x%4 rjefenjo jednadibe su: (F,1}, (3,3). Za x>4 imamo:

ll+2|+3]+41+...+xl=y2, pa kako 11+21+31+41=33 zavriava sa
3, o ostatak lijeve sirane jednadZbe sa 0, tfada lijeva strona
zavriava sa 3, dok desna stranag jednadZbe nikada ne Zavriava
sa 3, po u tom sluiaju jednadibae nema riefenja. Dokle, jedina
rjelenje zadane jednodibe su: {1,1) 7 (3,3).

248) Rijetiti jednadibu 2xy=‘x2+2y, x,yEN .

Rielenje: °

2(xy-y)=x2 i 2(xy-y) parni brej. > x2 paran broj % x paran

broj = x=2Zm, mg No
H2m{y-m}=y

m|2m{y-m) }%mly = y=km,méNo} -
2xy-x"-2y=0

2xy-x2 = 2y

= m({(2m-1}-k-Zm}=0 .
1°) m=0 > x=y=0,

5% Ty N Fn = %k = Hﬁ%“'“’o" Zm=t=1 (jer je M{Zm,2m=-1)=

= 1) m=1 > k=2 5 x=y=2.
Rieienja zadetka su: (C,0), (2,2).
249) Rije¥iti jednadiby x2-3y=17, x,y€N.
Riefenje:
Kako 17 nije djeljivo se 3, a 3y jeste, tado ni x2, pa stim ni x,
nije dielfive ya 8: Zote tewe 3051, LEN; pu 1o zodane lednodihs

dobivamao: (3!(-'--1)2 -3y=17, 3 (3k2 t2k—9)='|6. Kako je lijeva stra-
na dobivene jednadZbe djeljiva 5a 3, a desna nije, jednadiba
nemd riefenja.

250) Rijeiiti jednadzbo Txtx2+x°=27, x,y€Z.
Riefenje:

M +x}{14x2)= 27,

k k 2_,2k k+1
1+x=2" > x=2"-162Z, kEN a) = x"=2""-2 +1
‘ o (@) 3 22k M
1exZ=2Y 7k o ZagytR
B L I e S A R (O
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1% k=0 BN 0
2Y-1 & y=0,

29 k>0
(b) & 2

zy-k-l -

ko1, ok o2k=1_y o ykel g a2keytl H3keyy g

I

y-k-1=0 =

= 2k-y*1_p3key, ] | p2keyth L, 3k

142

y=kt} ¥= 1 5
ﬁ{zk-yu:ak-y} :7{k:1 yoz
x 2k =1 {a)
RieSenja zadatka su: (0,0}, (1,2},

2

Ll
l

251} Rijesiti jednodzbu 2 (x7+y )=3xy, x,yEN.
Rjeienje:

Zadanu jednadibu mozemeo pisati v oblike xy+yx= -; xy (al.

1°) Za x22 i y32 je xy+yx>x2+y2§2xy {zbog (x-y)zi; 0} >
)3 xy, . xy+yx>3 xy, pa iednadiba (a) nema rie3enja.
5 XY ¥ 7 XY

2°) Za x=) glyi-y] = g— y > y=2.

3°) Analogno za y=1 > x=2.
Riefenja zadatka su: (1,2}, (2,1}.

252) Rijediti jednadibu 37=4y+5, x,y€N.
Rieienje: "
Zaddnu jednadibu mozemo pisati u oblikv y= 34_5 , fi.

3%_7 Zntl

y =—— -1 . 2Za x=2n+l] (n&No) neparan broj, je y= —3 -1,

Y
pa yéN jer 32n+]

<1 nije djeljivo sa 4=3+1. Ze x=2n (neM)

< 2n
paran broj, je y = 7 =1, pa je y€N jer je 3 =1 djeljiveo

sa 4=3+1. Dakle, riefenja zadatke su:

RETH, o L(az" “1)-1, neN. '

153) Rije3iti jednadibo 2xy+3y =24, x,y€Z.

Rijeienje: 2

Za 3 ’x i3 4’ y iz x= 3-%L {a} izlazi da je y paran broj, ti.

da je y=2n, n€Z, 3 +n (zbog 3 -f'y). Na osnovu Tegao, zbog x€Z,

je ng{t], tZ} : PO je {x:)")é {(3;2):('3r'2)a("3:‘”4(31_4)} .

Za 34x i 3]y, t{. y=3m, meZ, iz (o) izlazi da je m=2k (k€Z)paran

- &5 -

broi, odakle je ke{*1,%2} i (x,y)e{(~7,6),(7,-6),(-17,12),
(17,-12)}.

Rielenjo zadatka su dakle:
(312)r(_sl-2)!(_3!4)!(31_4):(_716);(7!-6):(-]7112):(]71']2)-
254) Rijesiti jednadzbu (x+y)2-(x+y)-2x=150, X,y €N,
Rielenje:

y 22 (1-2x)y+ (P -3x-150)=0, y, ,= 5( 1-2x T VBx+601 ).
Kako je 1-2x neparan broj, o y€N, tada freba bi'i Bx+5601 =

= 2n+1 (nEN)  (a) neparan broj. Iz (a) je x= 2L - 75 (),

n{n+3) “_(2'11) (d). 1z (b), (c} i

pa je y= 75 = (C}iy2= 76 -

(d), zbog x,y €N, izlazi da je n=13, odakle je: x=3, y=10.

255) Rijesi'i jednadzby = + :7+ ];= 1, x,y,2€N.

Rieienje:

Neka je x<y£z (o). Tada iz 1= X + - ik .‘.9— izlazi da je x£3.
Xy z X

19) x=1 # jednadZbo nema riefenja,

o ez lal_l

27) x=2 D ;"‘ =i

a) y=2=x = jednad3ba nema rjelenja,

b) y=3>x & L= 1D 224>y,

c) y=d4>x D z=4z y,

d) y25 > %+ -]z—é %f%é%=} jednadiba nema rjesenia,
3%) x=3 e,17+‘;z?§

a} y=3 2 z=3=y,

b) y2d D -+ %5%5_%4% = jednadiba nema rjelenja.

Riefenjo kojo zadovoljavaju (a) su, dakle: {2,3,6), (2,4,4), {3,3,3}.

Ciklickom zamjenom dolazimo i do osfalih rieienja jednadibe.
Rietenjo zadatka su: (2,3,6),(2,6I3),(3,2,6),(3,6,2),(6,2,3),
(6,3,2),(2,4,4),(4,2,4),({4,4,2},(3,3,3}.

256) Rijediti jednadibu x +yY=2x+y, x,y€&N.
Riefenje:

x> =20y (" T2 1)=0 (o)

Za x»2 0 y>»1 je xx'l72 i yy-";l, pd je lijeva strano jednadibe
fa) veta od nule, dok je desna strana nulo, pe jednadZba nema
riefenja.
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Za *6{1:2} i y=1 direktnom provierom delazimo do jedirog
riefenjo zadane jednadibe: (2,1).

257) Rijediti jednadibu x¥+1=z, x,y,z€P (P=skup prostih
brojeval.
Rijefenje:
= i a5 Y 2 z2
Xey€P D> x22 1 y22 H x"24 3 ZZESP}=}xY+! neparan broj =
Y

= x’ paran broj # x paran broj
xEP

Zo y=2 dobivamoc {edno riefenje zadatka: (2,2,5). Pokazat €emo da
nema drugih rietenja. Pretpostavimo suprotno, tj. da je y» 2. Tada,
zbog y€P, mora biti y=2k+1 (k€N) neparan broj, pa iz zadane

2kt Ty Czeny (22R- 22l e e,

ito ie v kontradikeiji s pretpostavkem do je z€FP.

Sx=2.

jednodzbe dobivamo: z=2

258) Rijesit] sustay jednadzbis x2+S5y 4z +dxytayz=125,

x2+3}r2-422+4xy-4yz=?5, X,y ,2EN.

Riefenje:

Zbrajanjem zadanih jednadzbi dobivaemo: (x+2y)2:100, 'rzi.x+2y=10
(a), @ oduzimanjem zodanih jednodZbi dobivame: {(y+2z}¢ = 235,
tj. y+2z=5 (b). 1z {a) i (b} dobivamo rie¥enjo zadatka:

{4,3,1), (B,1,2).

259) Rijediti sustav jednadibi: xty+z=3, x3+y3+23=3,

x,¥y,zEMN.
Rjelenje:

lz prve jednadibe je z=3«(xty), §to uvvritenjem v drugu [ednadibu

dajer x4y 2k (3-(xry)) 23, (xty)(9x+9y-3xy-27)= -24,
(xtyd{xy-3(x+ty)+t9)=8 (a).

xty 8 -8 4 -4 2 -2 1 -1
xy=-3(xty)+9 1 -1 2 -2 4 -4 8 -8B
Xy 16 -34 5 -23 1 -19 2 -20
% 4 - - " 1 - - 4 -5
y 4 = . i3 - - =5 4
. 5 . " - s @ 4 4

Rietenje zadatka su: {1,1,1),(4,4,-5),(4,-5,4),(-3,4,4}.
Zadanu jednodzbuy mozemo pisati v obliku:

(x+y¥({x-3)(y-3}=8 (b}, pa zadatak moZemo rijefiti i rjefavanjem
jednadibe (k).

Vieibe:

260) 11x+4y==5, x,yEZ. (R: x=4t+1, y=-111-4, 1€Z).

261)

262)

263)
244)
265)
245)

2673

248}

269)
270)
271)
272)

273)

274}

275)

T

2x +3x2-5x3=4, xl,xz,xsez. (R: ><1=3u+v+2, x2=—2u+v,
Xg=Vy u,vEZ}.

Kolike noviiéa od 2,51 10 dinara mozemo dobiti za 20 dincra?
{(Uputa: Z2x+5y+10z=20, x,y,zéNo).

R: (0,0,2),(0,2,1),(0,4,0),(5,0,1),{5,2,0),(10,0,0) ).
Bxt5y+z=100, x+y+z=20, x,y,z €N. (R: (4,13,3),(8,6,6) ).
W R

2x245xy-12y2=28, x,yEN. (R: (8,5) ).

xZeylo6x=9, x,y€N_. (R: (3,0) ).

X2+Y2+2’<'4}"8:0: x,y €2, (R: (=3,-1},(-3,5),00,-1),
“:5)f('4:0);('4r'4):(210)r(2:4) )

xy-5x-5y=0, x,y€Z. (R: (-20,4), (0,0),(4,-20),(6,30),
(10,10},(30,6) ).

xltyl={x+ty}!, x,y €N. (R: {1,1) ).
11214, . c4xl=y®, x,y,2 €N, z3>V. (R: {3,3,2),(1,1,2>1) }.
G PuBoF, oy BN TR T

ax2+8=y2, x,y€&N. (R: g).

2 2
x2+}' =z, x,y,Z E&N.

{(R: Pitagerino *roiku‘.x’{oz"b2)rrY:Zbe: ==(02+b2)': adnosno:
2
x=2c|b‘|‘,y=(c|2—b2}f, z=(g +b2)!’,
2 2
a,bEN, axb, t= DEQ, n[M(a’-b? 2ab,a +b").

Za a=n+1, b=n, T=1 D x=2n+1, y=2n2+2n, z=2n2+2n+'l. {Pitagora)
Za a=n, b=1, t=1 = x=n2-'|,y=2n, z=n2+1 {Platon) ).

x2+4xy-3x—4y-600=0, x, yEN. i
(R: (n-601,30% = 5 n(n=1) ), (n2-601,301 « % n{n*1) }, 0 N).
dxty+rd fxy-28Vx - 14y + 48 = 0, x,y€EN

(R: {0,36),(1,16),(4,4),(9,0),(0,64),01 ,38).;(4,16).(9.4!;
(16,0} ).
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276) x2+3x+24=y2, x,y€N. (R: (5,8),(20,22) ).

277]”)(4- x+...+fx—= z, x, ¥, 26 N, (R: (n2,l,n), neéN J,

278)}+§+§

(36,9,4) ).

=1, xsy:z€N, x>y>z. (R: (15,6,5),(20,10,4),

279) xtytz=xyz, x,y,z2E€N. (R: (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3},
(2,3,1),43,%,2),(3,2,1) ).

x2+x-2_ X % 4_

280) 2 2 992, x€N. (R: x=3).

281) 3%-y°=1, x,y€N. (R: {2,2} ).
282) 3%-27=1, x,y€N. (R: (1,1},(2,3) ).
283) xx+}'y+zz=*ff XIYIZI?GNO {R: §).

284) x+y+z=l4, x+yz=\9, K,)’,ZGN- {Ri (5:217)1(5r7!2),
(7,3,4),(7,4,3) ).

285) xy=z, )l'z=x, Zx:)’r lerzeN- (R: (1r‘|s‘|) ).
XX - JEDNADZBE KONGRUENCIJE PO MODULU

Kangruenciju

ax & b(mod m}, a,b&Z, m&N, x&Z (nepoznanica} (1)
zovemo linearna kongruencija, a, po definiciji kongruenciie
zaptavo predstavija linearnu Diofanfovu jednedibu 39 2 ne-
poznanice: ax=my+b, #i.

dax-my=b, a,b€Z, méN, x,y&Z (nepoznanice) {2).

Kongruencija {1) nema rjeienja ako je M{a,m}=d>1 3
M(ulmrb):]f

ima jedno riefenje x=ba ‘e(m)-‘l(mod m) ako je }
Mia, mi=M{a,m,b)=1,
pri Zemu je W{m) tzv. Eulerava funkeije (broj prirednih }

brojeva manjih od m i relativne prostih sa m),

odnosno ima d rijefenjo x = x;*+ E(mod mi, t=0,1,...
cavsd=1, ako je Mi{a,m)=Mio,m, b}=d>1,
pri Zemu je %y rieienje kongruencija %x = ;—, {med 3—) ’
o sy md @y PO
Susfav od 2 linearne kongruencije:
x = a‘{mod m]), x = ug(mod m2) {8}

(3)

(4)
(5)

(6)

(7)

- 69 -
moiemo zamijeniti susfavom:
x=a tmyy, myy = (uz-u]] {mod m2) {?) .

Sustav (9), pa stim i sustay (B), nemo rjefenja ako
ie M{m,  my)=d >1 i M{m, ,m, ,a,-a;)=1, fj. ake vrijedi: (10)

a, ¢ a](mod M(m],mz) te

odnosne ima jedno rjeienje x=ul+m]y]+V{m.},m2)f,er’

ako je M(m],m2)=M(m1,m2,a2-o])=d , i+ ako vrijedi: r (11}
g, 24 {mod M{m,l,mz) = mod d}, :

pri Eemu je Y1 jedno rjefenje kongruencije

> (12)
i P W PO N 0 iy g i
T Sl mod —=J), ti« ¥ =3 -(——d [mod T
Sustav od n linearnih kengruencija
xzul(mod m.l), x =g, {mod mz),...,xzun(mod mn) (13)

rietavamo +ako do rijefimo prve dvije kongruencije | kae
riefenie dobivenu kongrueaciju pripojime preostalim n-2
kongruencijama, Na taj no&in smo za 1 smanjili brej kon-
gruencifa. Nastavljojuéi +aj postupak delazimo do konoi&-
nag rieienjao.

Sustav (13) je rieliv ako zo svake 2 kongruencije vriiedi:}(]4)

a, = ai {mod M(ai,oi)), i,i71,2,00.,n0.

U slué¢aju da su My Mprese,m U parovime relativne

prosti brojevi, rjefenje susrava {13} je 15)
x=ulM1xl+02M2x2+,..+unMnxn,
s 4 s _M . -
gdje je M—m]m2...rnn, M, = bl Mixi_— i (mod m.), i=1,2, }(16)
IR | I !
Ako je Pn(x)=unxn+an_]xn_]+...+a1x+u° polinom n-tog
stupnia sa cielobrojnim koeficijentimo i a £ 0 (med m),
tada kongruenciju Pn(x) = 0 {med m) {17}

zovemo kongruencija n-tog stupnia po moduly m.
Ako {e m=p prtost broj, tada kongruencija (}7} ima n raz- (1 8)
li¢itih riefenje, a v protivnom siviaju manje.

Neka je m=p?, p prost broj:
Ako je x = x, {mod p)} rielenje kongruencije

Pn(x) = O(mod p) i akeo je P;(x.l) # O{mod p) (P; = deriva-
cijo od Pn}, fada poste{i jedinstveno rjelenje

x = xq {mod pq) kongruencije Pn(x) = O(mod pq) v klasi
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(xl)(p)' Do tog rieienje delazimoe take da prvo nadjeme

rieienje x # x,{med p}, zotim provjeravamo keji su od
brejeva x=x'+ pt, t€Z, rjeienjo x = xz(mod p“) kongru-

encije Pn(x) = Ofmod pz),..., te na kraju keji je od
brojeva x=xq_.|+pq_}+, rEZ, rjelenje x = xq {mod pq)
kongruencije pn(x) = O{mod pTy,

Ako je x = x; (mod p) rieienje kengruencije ;
P (x) = O{mod p), P‘(x } = 0{mod p) i ako je x = xk(mod p )
r|a§en|e konkruenc||e P (x) =0{mod pk), a

k+

Pn(xk) £ O(mod p

Pn(x) = 0(mod p1) nema risienja izmed{u brojeva kldse

), k+l<q, tada kongruencija

() .
Ako je x = x,{mod p) rieienje kongruencue
Pn(x) O(mcd pl, P‘(x } = 0({mod p) | ako je x = x

-1
. q

{med p } rjelenje kongruencue P (x) £ O{mod p 71},

te P (x ]) z Of{mod p 9, toda kongruencqa P (x) =0
{mod pq) imo za rjedenja sve brojeve klase (x])( )"

a; 9 q
Neka je m=p, l|::2 2 T 3% k slofen broj rastavijen na

fakrote. Tada {e kengruencija P (x) O(mod m) ekvivalent-
na sustovu kongruencije P (x) = O(mod P; % ¥ "Eml g2 i ek

a ima mym, ..My nekongruen!nlh riefenja kada _Pn =0

{mod piqi} imaju m., i=1,2,

Sustav kongruencija Pn{x) = 0{meod mi), i=1,2,...,k,

+k, nekongruentnih rjiefenja.
o,

L (19}
L (20)

g (21)

T

> (22)

23
ekvivalentan je kongruenciji Pn(x) = 0{mod V(m‘,mz,...,mk]).}( )

Zadaci:

286) Rijesiti kongruenciju 2x 2 3(mod 4}.
Risienje:

Koko je M(2,4)=2>1 i M(2,4,3)=1, prema (3) zadona kongruen-

¢ijo nema rjeieniao,
287) Rijediti kongruenciju 9x = 1 {(mod 7},
Rielenje:

Zbog M(5,7)=M(5,7,1)=Y (a) i W(7)=6 (b), rjefenje zadane
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kengruencije 5x = V{mod 7) {c) prema (4) bit Ce:
X = ]'56-](mod 7Y, ti. x = 3125(mod 7), odnosno x= 3(mad7} {d}.

288) Rijediti kongruenciju 12x = 8(med 20}.
Rjelenje:

Kakeo je M{12,20)=M{12,20,8)=4>1 (o), 1z zadane kongruencije
12x = 8(mod 20} (b) dubwamo 3x = 2(mod 5) (c).

Poito je M{3,5)=M(3,5 2} l ‘f(S) 4, rielenje kongruencije
{c} prema (4) bit &e: x = {mod 5), tj. x= 54(mod 5},
odnosno x = 4(mod 5} (d) Zbog uvieto (a) kengruencija (b)
€e prema {6} imati 4 rieienjo: x = 4+5t(mod 20), +=0,1,2,3 (e},
odnosno: x = 4,9,14,1% {mod 20} {f}.

289) Rijediti sustav kongrueneijo: x = 5(mod 9}, x= 4{mod &).
Riefenje:

M(9,6)=3, a 5 # 4{mod 3), pa po (10} zadani sustav kongruen-
cija nema rjefienju.

i

290) Rijediti sustav kongruencijao: x = 3(mod B), x = 7{mod 10},
Rieienje:

M(B8,10)=2, g 3 = 7(mod 2), pa po {11) zadani sustav kongru-
encija ima toéno jedno riefenje.

lz prve kongruencije je x=By+3 (a), ito yvritavanjem u

drugu kengruenciju daje 8y+3 = 7(mod 10}, '{. 8y = 4(mad 10),
odakle e prema (&):

y = 5mt3(mad 10), m=0,1,
y=10n+5m+3, n€Z, m=0,1,
y=5f+3, '=2n+mé€Z, n€Z, m=0,1,
y=5t+3, Y€Z (b).

Iz {a) i (b} izlazi:

x= 8-{5t+3}, reZ,
w=40F+27, €L,
x= 27 {mod 40) {e).

291) Rijeiisi sustav kongruencija: x = 1 {mod 2%,

x = 2{mod 3}, x = 3(mod 5}.

Rieienje:

Prvi nadin

lz prve kengruencije je x=2a+1, uéZ {a), §+o uvritenjem u drugu

kongruenciju daje: Z2a+1 = 2 (med 3), 20 = 1{mod 3},

_ 123V d 3), o = 2(med 3), +j. a=3b+2, bEZ (b).
Iz {a) i ¢b) izlazi: x=2-(3b+2)+1, beZ, odnosno x=6b+5, BEZ,
tj. x = 5(mod &) (e).

1z (¢} | treée kongruencije zedaneg sustava kongruencijo
izYazi: éb+5 = 3({mod 5), éb = -2(mod 5), &b = 3{mod 5),

iy = 3—6‘“5)"(mod 5), b= 3-6%(mod 5), b = 648 (mod 5),
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bz 3(mod 5), #j. b=5c+3,c€Z (d).
Iz {¢) i (&} izlazi: x=6-{5c*+3}+5, c€Z,
x=30c+23, c&Z, tj.
x = 23 {mod 30) {e).
Drugi nacin:
Prema {16) je M=2-3+5=30, M1=15, M2=10, Mo=6,
1 1({med 2} > Xy = 1{mod 2)=>xl=2u+1,aez,
|0x2 1{mod 3) = X5 £ 10{mod 3} & Xy = 1{mod 3} = x2=3b+‘, bEZ,

bx, 2 1(mod 5) D x4 2 216(mod5) D x, = 1(mod 8) Dx,=5c+1, c€Z,

o

15x

pa je prema {15):

x= 1e15:(2g+1)%2-10+(3b+1) + 3-6-(5c+1}, 0,b,cEZ,
x= 30a+60b+90c+53, a,b,c€Z,

x=304+53, t=a+2b+t3c€Z, a,b,cEZ,

53({mad 30), tj.

23 (mod 30).

X
X

2

292) Rijefiti kongruenciju Ps(x}=2x3-3x +6x+15 = O{mod 5).
Rjefenje:
Potpun sistem ostotaka po modulu 5 sa najmanjim opsolutnim wrijed-
nostima je: -2,-1,0,1,2. Kako je Pa(-2)= -25 = O({mod 5}, Ps(-1}=
=4 # O(mod 5), P,{0)=15 =0(mod 5}, P,{1)=20 = O(med 53, P4(2) =

31 # O(mod 5), rietenja zodotka su: x £ -2,0,1 (med 3}, tj.
=0,1,3 {mod 3).

293) Rijeiiti kongrenciju P4(x)=x4+x3+2x2-x+2 = 0(mod 125}.
Rijetenje:

Nadjimo prve rjefenjo x = xl(mod 5} kongruencije P4(x) = 0
{mod 5). Te su x = 1,-1,-2 {mod 5}.

Zbog Py(1)=5= 0 (mod 5) 1 P (1)=5 # O(mod 25), prema {20)
koengruencija P4(x) = O{mod 125) nema rjeienja u klosi (1}(5).

Zbog PL(-1)= =6 # 0 (mod 5) i P} (-2)= -29 % O(mod 5), prema
{19} kongruencija P4(x) = 0 { mod 125) ima foino po jedno
riesenje v klasama {-])(5) i (-2){5).

lz x=-1+5t, t£Z, P4(x) = P4(-l+5+)=P4(-1)+P;(—I)-5+=5 —6'5t=
=5-30% = O{mod 25) izlazi da je: 1-6t = O{mod 5}, ¥ = -4
{mod 5}, *i. t = 1 {mod 3), pa je risgienje kongreuncije

P4(x) z O(mod 25): x = -1+5F{mod 25) = -1 + 51 {mod 25)=

= 4 (mod 25).

Nadolje iz xz4+25%, Y€2Z, P4(;r.)=P4(4+2.5‘r)|=¥-“‘r(4)+P:1 {4}-251=
=350+319-25% = 0 (mod 125) izlazi da je: 14+319t= 0 (mod 5),
t = _i{mod 5), tj. ! = 4(mod 5), pa je x = 4+25% (mod 125} =

LI
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= 4+25-4(med 125) = 104(mod 125) rjetenje kongruencije
P4{x) = O{mod 125),

Analogno iz x=~2+5¢, tegZ. P4(x) = O(mod 25) izlezi da je:

4=29t = O({mod 5}, tj{. t = 1 {mod 5), pe je x = 3 (med 25) rie-
fenje kengruencije P4(x) = O0({mod 25}.

Nadalje iz x=3+25¢, t€Z, P, (x) = O{mod 125} izlazi da je:
5+146t = O({mod 5}, #{. + = O{mod 5}, pa je x = 3 {mod 125)
riefenje kongruencije P4{x) = O(mod 125),

Rjeienja zadatko su:
x = 104 (mod 125) = -2Y(mod 125}, x = 3({mod 125).
294) Rijesiti kongruenciju P, (x)=x"-x = O(mod 20},
Rielenje:

8 i
Kako je 20=2"+ 5, teda je prema (22) zedana kangruencija

x4—x 2 O0({mod 20} (a}
ekvivalentna sustavu kengruencijo:

x4-x = Of{mod 22), x4—x £ O{mod 5) (b).

Riefenja prve kongruencije sustava (k) su x = 0,1 (mod 4), a
druge x = 0,1(mod 5), pa sustav (b}, a stim i kongruencija (a),
ima 4 rietenjo: x = 0,16,5,1 {med 20} (c), do kojih delazime
riefavajuéi 4 sustava kongruencija:
x = O(mod 4} i x = O{med 5} {d}, x

= 1{mod 4) i x = O{mod 5) (f}
eienja zadatka su, dokle: x =

= O(mod 4) i x = 1{mod 5} (e},
% x = l{mod 4} i x = 1 {mod 5} (g).
Rj 0,1,5,16 (mod (20).
295} Rijesiti sustav kongruencija: 2x = 3{mod 5},

x2-2x+3 = O{med 7}.
Riefenje:
Riesenje prve kongruencije je x = 4(mod 5}, o druga kongruen-
cija nema rjefenjo, po zadani sustav keongruencijo nema rjeenjo.

296) 8x = 4{mod 10}, {R: x = 3,8{mod 10} ).

297) 12x = 8(mod 16). (R: x = 2,6,10,14(mod 14} ).

298) x = 2{mod 12}, x = 10{mod 14). {R: x = 26{mod 48) ).

29%) x = 3{mod 4), x = &{mod 15), x = 7{mod 36) (R: & }.

300) x = 2(mod 3), x = 3{mod 4), x = 4(med 5), x = 1{mod 7).
{R: x = 239{mod 429) ).

301) Ps(x)=8x3—3x2+x-2 < Olmad #5. TRy Y,
302) P, (x)=x*+2x>-x242x-12 = 0(mod 4). (R: x 2 0,1,2,3(mod 4) ).

303) P, (x)=x>=5x*-2x%4x+10 = 0fmod 27). (R: x = 22(mod 27) ).

304) P_(x)=3x +6x+x=5 = O(mod 15}, (R: x = 2,5,V 1(mod 15} }.
305) x“+x+5 = O(med 7), x°+3x+l = O{mod 11). (R: B).

306) xJ+xt2 = O(mod 7), x3+3 = O(mod 9}. (R: x = 15,26 (mod 77) ).
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XX1 - JEDNADZBE SA NAJVECIM CIJELIM DIJELOM

Funkciju [3:R*Z _, x[x} , gdje {e [xI najvedli cijeli die
od x koji ne premaiuie x, zovemo funkcija najveteg cijelog dijela ]
od x koji ne premaiuie x,

a funkciju {f:R-’[O,]), xvHx}=Xx~[x] zovemo funkcija decimal~-
nog dijela od x.
|z same definicije ¥ih funkcija proizlaze niihova svojstva:

(1) x = [xT+ 4{«<}, [x) =x-{x},
{2) 0f{x}<1 ,

(3) x-1<[xV€x ,
{4) DY€x<[x] 41,
(5) [k+x) =k + [x} , kEZ ,

(6) [‘:—1] =[§] weN

Zadaci:

307) Rijediti iednudibu[zx;z]: x, x&R.

Rjeienje:
f2X+21 = x =2 x=kegZ {a)
\w——d

3

kE&Z
Prvi ma€in:

Z2x+2 2xt2
(3) > S lexgZE L o3 1exg2
3 - 3 xeZ  (a) Qx&{ﬂ,‘l,zz 5

lsto bi dobili i primjenom (4).
Drugi nadin:

: 2x+2) _ 2x+2 2x+2] _ 2x¢2 _ _ 2-x
M2>2{=3"3y" 3 {31 73 gl

2x+2 2=%
@ 3 {3572 F2elo 0] | . 2
! ? 9 Lxefo. L} 5 xefo,1.2}
x€Z (a}

lzvriite pokus.

08) Rijediti jednadib --—"”]: x-1 . xer
308) Rijediti jednadzbu ] 5+ .
Rijetenje:

+ -

"T‘- =23y 2kriez, kEZ (o),
S

keZ

(2k+1)+1]= [2k+ 2] _
[—_3_ k= -3 k
Prema prethodnom zodatke je ke{(},],Z} , pa iz (a) izlozi da

je x€{1,3,5} .
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2+3
309) Rijediti iedncdibu[x+ = x-1, xE€R.
Rjeienje: x
ton
"x—+2-— = x=1 D x=k+t1€Z, keZ (a},

keZ
7 5 7 7 4
[x-—2 + m—]=x-'| (_—_9) x=2+ [m—]=x-l > [m—]='l {_-_-g

(4 ¢

x€Z {a
> x6{2,3,4,5} . lzvriite pokus. Rijelite zadatak supstitucijom {a).

310) Rijefiti jednadibu [2"+3]+ [4*+7]= x, xE&R.

7 3 x+2H»0
x+2 My 7 < 3
S 1€ €2/ (x+2)> 0 > x+2_,?<2x+4#-2-4x,§5}=)
)

5 10
Rieienje:
[BE) [57)-c0 v vz @,
 keZ
2x+3 4x+7 2x+3  Axt7 £ 2
(8) Dok v » WREST=H Sy B~ phREE 4 4
x€Z (a)

> xef-2,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6}, ali jedine
xe{-2,0,2,4,56} zadoveljovaju zadany jednadzbu. lzvriite pokus.

311) Rijediti jednadzbu [2"30'2]+ [4"”]: L .

. : 3 .
Riefenje:
10x+1 4x+17  5x-4 . 5x-4 _ _ 5k+4
]5]+[6_]’. <t o) k= Ttz - x- 2R, ez 0
kK€EZ
Iz {a} i (b) slijedl: [2";3]+ [‘1"{%?—]: Kk (e).

Premo prethodnom zodatku je ke{-2,0,4,6} , pe je

2
xé{— 3, %, 24 ‘Si' -53}. lzvriite pokus,

312) Rijediti jednadZbu 203y o 2x, x &R.
Rijeienje:

203 1hgy 2 209010 Frx 2 2Pd-1 Tobd e 4} .

Za x& 282 -2,3] jednadiba nema rjeienja, jer je tada lijeva
strana jednodzbe veéa od desne strane.

19 pg 13 277 = Lot {3 dxd = § 2 xe[xdr {x}= - o
2°) [x1=0 > {x} =0 x =0,
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o T =

%=1 {xl =t & %40, kontrodikcija,
4% 0 = 2D {x} = - '540, \eneibra dEREE 0,

5% x3=3 ¥{x}=3> x=7

7 ;
Rjedenjo zadetka su, daokle: 0, 5 . lzvriite pokus.
1

1

'4’:
313) Rijediti jednadzbu [le-- 3[x] +1, x€R.
Rjeienje:

2
Neka je [x1 =n, n€N Tcda |e n<x<n+|/ i
2

--..

2 .

Uyrstimo 1i (a) u zadanu jednadibu, dobivama: n"+k=3n+l, #i.
k= -n2+3n+1 (b}, odakle na osnovu {a) izlazi:
Os-n2+3n+l$2n, ti. n I=ZEN in =3E.N {c).
Iz {b) l {e) debivamao: I-c =3 i k _| pa na esnovu {a) imamo:
fx ]-2 +3=7, t. 75x <3
[x] =3%41=10, tj. 10€xS411, odakle je:

ﬁSx]c./E , »ﬁ_-Usz“\/'ll ot

x}e[ﬁ,.[ﬁ Y, xze[Jlo, 1100
314) Rijesiti sustay jednadzbi: 200,290} - g,

2
Sl:y)- 3‘[}‘.i = ]§ . %, yER.

L Jw o= 1+
301+ {x}? g iyl + {x}2=—1+0

{txJ =1, {y}- lz
>

Riefenje:
2["1"' ﬁy_}- - 23/2 txj =1 , '{Y} - f

iyl -1, -0

2 x=0, y=

Fr

fr1=-1, ‘{x} =0
7 s Ex=-31
315) Rijediti sustav jednadzbi: log, [ 7 ]— ¥,
tgx=sign[-2,41] , x€R.

Rjelenie: s . 23 27
lz prve jednaodibe dobivumo:[z’; 3] = 5, odakle je "e[T 5 y {a).
3
lz druge jednadibe dobivamo: tgx= -1, odakle je x = —41‘;-— +ka'L,
15
kEZ (b). 1z {a) i (b} izlezi: x = 4—7{ :

n x2-{.n +2n+1, n (.[ ]4:1 +2n, |.[ ]-n +k,0%k&2n, kEN {a).

s

Viezbhe:
3te) 3x6

[3 ] x€R (R: x&rL2,4)),

317) IxJ +¢x- [x] =a, x€R, a&R. (R: x= [a)+ {0}2 Y5

318) x+ [yl + {z} =2,7; {x} +y+ Cz}=4,3] [x}+ {y} +2=3,8;
x,y,z&R. {R: x=1,6; y=1,7;, z=2,1 }.

319) Pusnik je bio no putucio broj dano i svaki dan je prelazie
onoliko km kolike je svego dana bio no putu. Kada bi on
svaki dan prelao po 10 km i zousravljae se na 1 dan poslije
svakih 40 km, vrijeme njegovog putovanja uveédalo bi se
zg 2 dang. Koliko dang je puinik proveo ne putu?

2
(ll'puw:{—o-*“ [%0— = x+2, R: x=10 dana}.

XX1l - REKURZIVNE (DIFERENCNE) JEDNADZBE

Tk = +
Jednadibe oblika: a =eqa _jte,a of +cran_r+f(n),

r,neN, rgn, CI'CZ"”':reR' cr#O, zovemo linearne rekurziv-

ne jednadibe r-tog reda. Pri tome se one zovu homogene ako je
f(n)=0, a u pretivnom sluéaju nehomogene linearne rekurzivne
jednadZbe r-tog reda.
Homogenu linearny rekruzivnu jednadiby r=-tog reda
= + T+
19017 %2% -2 T n-r ()
rietavamo take da tof jednodzbi pridruzimo tzv. keraokteristiénu
iednodZbu r-tog stupnia
¥ r-1 =2 2
= + +,., .t :
X =c X S 4% . cr, ti
r =1 r=2 5
x -y x mc,x -...-cr—O {2).
Ako su svi korijeni x, {i=1,2,...,r) jednadzbe (2} medjusobno
razligiti, tada je opée r‘eienie jednadibe {1) dano izrazom:
n .
= M I
a, k.lx k2x2 . err . k]kz, ,kréR (3);
ako su svi korijeni jednadzbe {2) medjusobne jednaki,
tada je opte rieienje jednadibe (1} dano izrazom:
n n r-1_r »
== + +
a k]x.l l<2n>:1 Hiuoa o krn X . k'l'kZ""'krek {4);
a ako je s {s<r) riefenja jednadibe {2) medjusokno
razli&iftih, o od preostalih r-s riefenjo njih p medjusobno jednakih
(xs+]=xs+2-—" x +p) i niih g=r-s-p medjuscbno jedna kih
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(xs+p+l=x39p+2="':xr)' tada je opée riefenje jedrodibe (1)
dano izrazom:

on=(k‘x.|n+k %, "tk x Mk Y4k . nx

n
272 5.5 s+1 %6+ st2 Fom o

s+
p=1 n n n
+ks+pn X et )+(ks+p+lxs+p+1 +ks+p+2nxs+p+'|
q-1 n
+...+krn Xt ) (5}.
Pri tome se koeficijenti |<],k2,...,|-cr odredjuju iz tzv.

po&etnih uvje'a.
Rieienje linearne nehomogene rekurzivne jednodibe r-fog
reda:

a =cya _te..tea f{n)=f] (n}t ... +i(n), tEN (6

dobivame po formuli:
t
a=at+ 2 ol
n n i=1
gdie je u:‘ opte rieienje (u koje ne uvritavamo poietne uvijete,
niti za sada izroéunavamo koeficijente kl,kz, ...... ,kr} pri=

drutene homogene jednadibe:

" r r
a‘=c.a Foetio @ 8
n 1 n-1 ron-r (8,

a u(:‘)su frv, partikularna rieienja jednadzbi:

o(:')=c arfi_’1+...+crarf‘_)r+fi(n), =1, .. (9) .

1
Partikularna rjiefenja u(')iednudibi (9) izraZunavame poseb-
no za svaki nehomogen glad fF.{n), i=1,...,t, metodom neodre-
dienih keeficijenata, stavljajuéi obiéno:

u(:)= A, ake je f.(n)=d= kenstanto,

ol a aPra
[

-1 y
% nP +...+A§p+A°, oko je Fi(n)=d-np (10)

p-1

u(;)= Asd", ako je F.ln) = d".

Ako je partikularno rjefenje vjedno i rieienje pripadne homo-
gene jednadibe, tada partikularne rieienfe pokuiavamo troZiti u
obliku polinoma stupnjo ne manjeg od n, za f(n) =d" pokuiavamo
sa u{r:)=Andn i sliéno.

Na kroju, uvritavajuél podetne uviste u {7}, odredjujeme
koeficijente keoji se pojavijuiv v a .

Rekurzivne {ednadZbe koje nisu linearne, zovu se nelinearne
rekurzivne jednadibe.

w FH

Zadacti:
320) Rijeliti jednodZbu un=3un_]—20n_2, n22; n&N H{a),
uz poietne uvjete: o _=2, a, =1 (b).

Riefenie: o 1
jeienje:
Prema {2} jednadZbi {a} pridruZujemo: karakteris*iénu jednodzbu:
x2-3x+2:0 {c), &ijo su rjeienja: x]=],x2=2, pa je prema (3}
opte rjelenje jednadZbe (a}:

n noog. _ N
1-] +k2-2 i un—k1+k2 2 {d) .
Koeficijente k1 i k2 odredjujemo iz (d) i podetnih vvjeta (b):

u°=2 i _c:]=l > kl+k2=2 i k]+2k2=l = k.|=3 i k2= =1 (e}, po je
n

rielenie zadatka: un=3-—2 + PEN_ (f).

a =k
n

321) Rijeliti jednadibu a _=4a _,=-4a LN22,nEN (a),

n-2
uz pofetne uvjete: uoﬁl, a1=~2 (b).
Rieienje:
Prema (2} jednodibi (a) pridruzuijemo karakteristiénu jednadZbu
x -4xt4=0 {c), &ija su rjelenia x.|=x2=2. Prema (4) cpée rieienje
jednadzbe (o) je un=k]-2n+k2n-2n {d). 1z {d) i (b) odredjujemo
keonsfan'e k] i k2 :

u°=2 Pay= -2 2 k]=l i 2k.|+2k2= -2 > kl=l i k2= -2 (e), po je

riefenje zada'ka: un=2n-2n-2n, £ an=2n(1'—2n): né& No) (f).

322) Rijeiiti jednadzbv a _=2a _,-2a _,*a_ _, . n€N, nz4 (a},

uz poéetne uvjete: a =1, a.= -3, a,= -1, a,= -9 (b).
Rieienje: e 1 2 2
Prema (2) jednadibi (a) pridruiujemo karakteristiZnu jednadibu
x4—2x3+2x-—'|=0 {c), gijo su rjefenje: x]=-l, ><2=x3=x4_='l,r pa je
prema {5) opée rjefenie jednadibe (a} dano sa:

a, =k (=10 sk, tk n+k4n2 (dy. 1z (d) i (b) izlazi:

0w

uorl i n]=-3 i a, =19 u3=-9 = k]+k2=1 i -k]+k2+k3+k4=-3 i
k1+k2+2k3+4k4=-l i -k]+k2+3k3+9k4=—9 > k|:2 i k2=-1 i k3=
=1 i k4=~| {e);, pa je rielenje zaodatka:

an=2°(—l)n-'|+n—n2, . un=-n2+n—l+2'(-])n, nE,NO {f) .
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+3 -4 2 N 22

1 un—2 Ry NEN, n& {a),
uz pofetne uvjete: o =11/2, a]=4]/2 {b)

Rielenje: e

323) Rijefiti jednadibu o =2a

Prema {8) pridruzenc homogena rekurzivna jednaodZba zodangj
jednadzbi (o} {e: c;=2c;_]+3u:‘*2 {c}, pa je prema {2) karakte-
ristiéno jednudZba jednadibe {(c} dana izrozom :
x2—2x—3-—"0 (d). Rieienin jednadibe {d} su x| = =1, x2-=3, pa je
prema (3} opfe riefenie jednadibe (c);

= - - n - n

c:n—k1 {-1) +k2 3 {e).
Partikularne rigienje jednadibe

{(y_, (1} (n _,.2

a’ —20n_.|+3c|n_2 4n (f)
prema {10} radunamo ovako:
o1l n24a ntA =2 (A (n=1)%+A (n-1)+A ) + 3(A_(n-2)°+

n 2 o 2 1 o 2

2
+A (n=2)%A ) - 4n°,

1

2 _ 2 -
A n tA ntA =(5A,=4)n +(-16A +5A Ja+(14A,-8A +5A ),
cdakle metodom neodredjenih koeficijenata izlazi:
A,=5A,-4, A =-T6A+5A,, A “14A,-BA +5A , 1]. A,=1, A =4,
A, = ; o BT c(l)=A2n2+A]n+Ae belaats
a(l)=n2+4n+% {g}.
i i ; (13 :
¢ =q.7
Iz (e} 1 (g} prema (7) izlazi: a on+ CRI .
ko (=1} 4k a3 2
un—k}-( 1} -I-|<2 3 +4n + 5 {h).
. . . 11, 41 9 11
lz {(h} i {b} |z|02|:00= 7 a,= 5 = kl+k2+5=-f-
. ¢ _ 41 o1 - - £
i- kl+3k2+l+4 + 5= 5 = k.|+k2 1 i k]+3k2 11 =2
P k,= -2 i k,=3 (i}, pa iz {h) debivamo rjelenje zadatka:
1 T 5
a = -2+{-1)" +3 +n +4n+ 5 neNO {j)-

- - - X — - - n

324) Rijetiti jednadibu a = —4on_]+3cn_2+180n_3 32n+7 (-2),
nEN, n23 (g), vz poéetne uvjete: a°=22, ays -15, a,=
= 84 (b}.

Rieienje:

Prema (8) pridrufena homogena jednadiba zadanoi jednadZbi je:

5 8Y &

ur’:= -40;_1+30:1_2+18tl;_3 (¢), pa je prema {2} kardkteristicna

iednudiba jednadibe (c): x3+4x2-3x-18=0 {d}. Riefenja ove
jednodibe su: x]=2,x2r x3=-3, Pa je prema (5) opte rjefenje
jednadzbe (c): "
e h n

u;—k]-2 +k2-(—3} +k3n-(—3) {e).
Partikularno riefenie jednadzbe

(1. _,. (0 (1) (1)

a f= 4an-l+3un-2+180n—3 =32n {(f)
prema (10} rag¢unamec ovake:

1
u(n )=A|n+Ao= SAA(n=TTA O+ 3(A | (ne2)%A JHTS(A, (n-3)+A )-02n,

A]n+A°=(1?A]*32)n+(—56A]+|7A°), odakle metodom neodredjenih
koeficijenata dobivamo: A.=2,A <7, pa iz a(”=A ntA izlazi:
1 e ' n 1 o ’

a(l):2n+? (g).
Partikularno rjeienje jednadzbe

oo 4q2) 4 5a(2) o 180} 4 7-2)"  (ny
prema (10) raZunamo ovako:
o Do) h (A (-2)" 4 3(A(-2)" D)1 18 (A (-2) " Bya a2y,
#i. A (-2)"=-2A+(-2)" "+ 3A (-2)" 21184 (-2)"" 34702 2)", -BA=
=- 16A-6A+18A-56, A=14, pa iz a 2=A (-2)" izlazis
u(:) =1d=2)" (i), "
Iz {&),(g),{i) prema (7) izlazi:
(1)+a(nz)=k‘-2"+k2-(—3)"+k3n-{—3)n+2n+7+14-(-2}" (i,

a =a’+a
non n
]=—'|5 i u2=84 > k.|+k2='| i

2k]-3k2—3k3=4 i 4k|+9k2+18k3=77 = k‘=2 i k2=-l i k3='| {k).

RieSenje zadarka prema {j) i (k) je:
o 2:2"-(=3) "+ na (-3) "t 204741 4. (-2)", 4.

pa iz {b) i {j) izlazi: uo=22 ia

+1 +1 :
a =2 -7 (-2)" T (n-1)(~-3)"42n+7, n€N

(1)
Provieri+e do primjenom (I}, odnosno {a) sa podetnim uvjetima (b),
dolazimo (rekurzivne) do istih rezultora, (Na primjer: a_=22,
0;=-25, a,=-137, a,=514,...). °

2

325) Rijeflte sustov jednadzhi: a_=2a -3b s b =3a -
n n=1 n=1% n n-1

-4b

hoy + PEN {a), uz podetne uvjete: o°=*l, b°='| {b}.
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Rijetenje:

1 .
lz prve jednadibe je: bn—l = 5(2:1“_]-0") {c) , tj.
_ 1 =
== 3{2°n 0n+‘|) (d) r
fro uvritenjem v drugu jednadibu daje:
1 4 " . s _
g(zun_arﬁ])::’un-] "3 (zon-l lﬂrl)' 9.0 2un Dl (e),
odnosno: c:n=-2=:1|_l_‘—|:|n_2 {F)
Qpte rjelenje |ednudzbe (f) je:
B P T e G PRI U PUV AT
pa je opte rjeienje |ednudzbe (e)
=(k + 1)k M- ™Y, e, =k mkymnk) (=17 (h).
Iz (d), (g) i {h) IZIOZI da je opée r]esenle |edn::diba {d):
= - i- = 'k += k +k
b = 5(2kl+2k2n+k‘+k2+k2n) -1, +i. b _=( 1n) (-
Iz (b}, (g} i (i} izlazi: uo=-'| i b°='| 2 k.|=—| i |-c1+ 3 k2 =1 =

= k]:-] i ky=6 (i}, pa iz {g), {i) i (j) dobivame rieienje

n
zuda+ku:an=(en-|)-(-n“, b =(6n+1)+(-1) neN_ ().
Qun_] -3 .
326) Rijekiri jednadibu a_ =—30—n—:]—_3— , nEM f{a}, vz poletni

= -1 (b).

uviet: a
°
Rijelenje;
Zadana jednadiba (o) sa uvjetem {b) ekvivalentna je sustavu
jednadZbi:
= = - =3
% Mn/}"lrr'n‘r *a 2xn—'l 3}rn—\'yr\ %
x ==1,
°

1Ay Ly nEN (@)

sa podetnim uvietima: y0=| {d).
{(Provijerite do je (¢} <=2 (a) i (d}) &> (b} ).

Prema prethodnom zadatku riefenje sustdva jednadibi (¢} vz
poietne uviete {d) fe:

x =(6n-1)-(=1)", y =(6n+1)(- i neN
(6n- 1){ 1"
" (snt 1) (=1)"

n-1

(el

pa je riefenje zadotka: un=xn/y s -

_ én-=1
d

"—3-—],neN {f).

HEOR

- LrenSCMEE

- i SR

- 83 -
|+c|n_‘
327) Rijesitt jednodzZbu a. :T:G__T (o} uz wuvjet
n-
Sagoy =% Akl 1+a
Rjefanje: 1+ =
1-a
1+g 1+a
Prema (a} je: a,= g Vo —
ez ay" g3+ "27 T-a T+a a '
o 1 ]
1 -
t-a
[+]
. - 'I+u2 i uo—'l . l+u3 )
3 |-a2 a0+| g |-03 Bt
5= Ay, 0, = 0y, Qz705, =0 , .00, 0,5000 4
1+a
o = o (b) ; -
f2001”"1 T Tea_ % 2ty my =9 ke
Jednadzba {a) sa poéetnim uvijetom (¢} ekvivalentna je sustavu
jednadzbi;:
= A =
9% " n ST T L A R e (d) =a
pedetnim uvietima: x =3, y°=l {e).
Rielenje sustave (d) koji zedoveljava podetne uvjete (e} je:
J+i 3-i N 1-3i L h '|+3
x, = L= e Fasn = (-1 =" (f),
pe je risienje jednodibe {a), koja zadovoljava pacetni

uviet {e):

n

_ 3 g-nteE@-naen” 147

(3+iy2 "+ (3-ip2""

()" ‘ -
(1-3;)(1-1)”+(1+3;)(|+i)" L I L S P L L
(3++(3-1) i" 3ty 1-30 Bt6i+10i" Sy
(1-3.)+(|+3:} o TEEUET T g Gae”
_ aEga
e (g).
8+ 61101

Za n=4k #dn=u°=3, n=4k+l¢an=ul= ~2, n=4k+2 D

a

n

=a

2

3

; dok

za n = 4k+3:3qn=a =

3 §J keNO
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328) Rijediti jednadibu

1+ = x, x€R ({a), gdje se razlomoike

1+l
X

crta pojavljuje n pura, néN, nz2,
Rjeienje:
VeriZni rezfomak na lijevoj strani jednadZbe {o) czna&imo sa
an(x) (b}, po te {ednadzba (o) poprimis+i oblik: an(x)=x, xER,

nEN, n22 (c).
Pokazat éeme matemarikom indukcijom da je (b) ekvivalentno sa:
P, X*a,
o fx) “¥ aFw, o MENe Ry Beeder 0 EN (d)s

Z2x+1

(d7) Za n~2 je ay(x)=1 + T{»I.ZT;¢T.
x
(dz) Fretpostavimo da tvrdnja {d) vrijedi za n=k, +{. da je
PRxte
uk(x) _r_k)”_’k .
{da) Dokazari da tvrdnja (d) vrijedi i za n=k+1, +}, do je
P+ 1 %7 9449

a {x) = 3
st P £ X3
Dokaoz:
. 2 +_l_= " rkx+sk . (pk+rk]x+(qk+sk) ) pk+]x+qk+'
k¥l ™ ey Plx*a B AP, e 1% 8
' oo - + s = =
gdje fe Pret P e 90179 e a1 PR ey ™9

JednadZba {c¢) prema (d} je kvodratna jednadzba i ima najvi%e 2
rjefenjo. Pokazat ¢emo matematitkom indukcijom da su to:
15 V5

*),2 7 =g (el

r

2 0 e e

B b Al

- 85 -

(%‘} Za n=2 dobivamo iednadibui—iﬁ—‘ =x, tj- x2-x-1=0, gija
surjefenja  (e). :

{92) Pretpostavimo da su (e} riefenja jednadibe uk(x)=x, .
do e ak(x|’2}=x]’2.

(ea) D.okuzu.?i da su (e) riefenja i jednadzhe ak+]{x]=x,
ti. da e °k+l(xl,2}=xl,2'

1 L e 118N

o (x =1+ = - = x "
k+1*71,2 ak(x1,2) x1,2 17 V5 Z 1,2
Dakle, rjefenjo zadane jednadZbe (o) su:
I35 | e avise o
S0 Sl e ovise od n.
329) Rijeiiti jednadibu t:ll_':(n—l)(1:|n_.|+c|n_'2)4r n€EN, nz3 (a),

=1, 02=2 (k).

Dokaz:

uz poéefne uvje'e: a,
Rijeienje:
Pokazat femomatemariékom indukcijom da je xn=nl, n€EN, n23 {(c)
(c]) Za n=3 je 03=2'{02+u])=2 {241)=2+3=1+2.3 = 3|
(c2) Pretpostavimo da je uk=k!
(cs) Dokazati da je uk+.|=(k+'l)l N

Dokaz:
Oppy= kefopta)  J=ke(kit (ke1)1)= ke((k=1)1-(k+1) }=(k+1))
Vieibe:

330) Na koliko dijelova dijele ravninu n pravaco *e ravnine u
opfem poloZaju? (Pravei su u opéem polozaju ake se svaka 2 od
njih sijeku u toénoc jednoj +tofki, a nikoje 3 ne prolaze istom
totkam},

(Uputa; a =a +n, nEN, uo=1. R: a = lE(n2+n+2), néNo).

n=1
331) a =6a__,-8Ba__,, néN, n22. (R:un=k1.2n+k2-4n, nEN
kyrkoER J.
332) a = ~6a__,-9a__,, n€N, n22; a =1,a, = 3.

(R:an=(|-2n)4-3)“, nEN ).

333) Zecevi se razmnoZavaju po slijedeéaj shemi: Svaki par zec-
-zeéica (starib barem 2 mjesecao} dobiju za vrijeme svakog
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slijedeéeg mieseca par mladih: zeca i zeticu. Ako smo na ADF
poéetku godine startali sa jednim novorodjenim param, XXIIl - FUNKCIONALNE JEDMNADZBE

5 biti s K " 19
t(:rhl:oosé:u:llﬁzp:: dcl Izepéuer::anezzcgﬁzziz? on nmiesedt Jednodibe kojima se izraZavaju svojstve neke funkcije iti

e'p ! ! klase funkciju zovu se funkcionalne jednadzbe.

- 9% g = =1.
(Upu’aAun an_.|+an_2, ngN,n,?,ao 0, g, 1 o 5 4 e £ 9
1 1+ VB0 1=¥5 0 . = 342) Naéi sve funkcije f:R—R za koje vrijedi:

Re 0= ()" - () nEN Fibonaceiier ) Naei sve funkeije zo koje vrijedi

(0) FFx-Flogly) = 2, %7 3 -

niz brojeva: 0,1,1,2,3,5,8,... ). Rieienie:

334) un=4un_]'un_2'6°n-_3r neN, n33; u0=']lu1:2: ‘:'2:4' Za x=1 iz (a) dobivamo: f(1)=1 (b).
. " b vt - i : x .
{R: un==3n—2n-(—l}n, néNo). Supstitucijom = auiah A EE e ees zadana jednadzba poprima
" s 5 - blik: flmt—d + 5o f(1) = 2, % ; isati v obliku:
335) an=5c|n_]—6un-2-4an_3+80n_4, nEN, nz4; oo—l, a,=8, a,= orlik (if_-r) 21 (+) ¢ 5?0 mozZemo pisatl v obliku
- 2 -2
~12,a,-38. {R; o =3:2"-n-2" 2o 2™ 220-1)", neN ). e Fx) + f(rxl_—‘l—) =2 (¢}. Iz {a) | (¢) sada dobivamo:
3 .nt+d b, ,n =
3348} un=-2cn_2'cn_4: nEN, nz4. (R: a.=- g‘ln +{- E"")"" = fix}) = %T-z—, x#1 {d), pa je na osnovy (b) i (d) rieienje
S M EILH S EPILYS B ik A2 v v
f(x) =¢ "
1 =1.
337) dn:4°n-l_4°n~2-2n+5'3n' néN, nZ 2, ac=0, c]=l. 1, ze x
R: - 5 3ﬂ+2_25 .2".37.2"_2n-8, nEN ) 343) Naéi sve funkcije f:Q—Q keje zadoveljavaiju relacije:
{R: On_ * n r B
{a) f{1) =1,
= =z = : 1. b =}. (b} Fix+y)=flx}+i{y).
338) @ =40 _y-2b ;. b mo ybb, g n €Ny o mhe B, Rjesenje:
(R: a_=2", b =2", nEN 3. Merematizkom indukecijom se lako dokazuje da je
b 2 , F(x]+x2+.. .+xn)=f(x1)+F(x2)+...+F(xn}, odakle zo X Ex =
= b = + 3 =t,b =2,
339) 20n+bn un_l+3bn_1, a, bn e 4 bn_1, né&N a X TR i2lazis Einxl=neilx), neN (o).
n n
. =F.{ - = =3 {~- - EMN 7. .
(R: “n Pl e lmn A e o 0) Zamjenom ‘—x umjesto x iz (¢} dobivamo: F(x)=n-F(1Fx), ti.
a -2 PLER P . . ' 3
- _n-1 ~ 4 =0, (Rra = EN ). X 1oy L ;
342) o “n-l+4 + NEN;a =0 (R: a PO , n o) - Fox) = o f{x), nEN {d)

Nadalie fer 6T x)=F(m-x) ) m.i(Ix) (@) mlis = Te0, 4

+1=0, néEN; a =1.

342} an-an_1+30n-cn_’] o

F(r-:; x)= ’;r:.-f{x), m,nEN (e},

f0y = £(o+0) ) f(oy +#(0) > £(0) = 0 (f) ,

o P f(g):f(-x+x)(=_b) flex)*f{x) B F{-x)= - f{x) D f(- Tn‘x)z - ?‘F(X)f
mnEN  (g).

l-n
(R: an= -]—T_-; r néNo).
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Iz (e}, {f) T (g} izlazi: flgy)=qf{x), q€Q (h).
Za x=1 iz (h) dobivamo: f(q}=q-#{1) %) q-1 = q, qeQ, pa je

traZena funkcije: f:Q—Q, F(x) = x.

344} Noéi sve funkcije FiR—R koje zadovoljavajuv svojstva:

(a) flxy)=Ff{x)F{y},

(b} flxty)=f{x)+f{y)+2xy,

{c) Fnije nul-funkcija.
Rjeienje:
F0)=£(0+0) B0 toyri(0)r0 » f0)=0 (4}, .
f(1)#0(jer v protivnom bi bilo: f(x)=F(x-13 &) §()-4(1) =

= f{x):0=0, ¥x€R, ito je u kontradikeiji sa (¢} )},
FO=F 1) €D £ R 1) 5 B (F1)=1)20 5 £(1)=1 =0 (jer b
f((1)F0) = £13 =1 (e},
g(zd)f(g)=f(-]+|) (b} f(-])+F(|)-2(‘f) F{=1)+1-2=F(-1)-1 =f(-1)=1 (8,
f-x)=5- 1) 90 100 k00 B i1 B Flex=F(x), xeR (al,
o 600y = (-xtx) B f(ms)s f(x) =252 D) f1rtp(x) =252 26(x)-2x2

S fHx)=x2, xeR (h). ,
Dakle, trazena funkeijo je: F: R—R, F(x}=x",

345} Na¢i sve funkcije f:Z-—Z koje zadovoljavaiju uviete:
(o) flx+y)=fx}+Ff{y)txy,
{b) f{1)=1.
Rielenje:
F(0)=£00+0) &) #(0)+7(0)+0=2(0) > £(0)=0 (c),
0= =10 + 1@ by p 1) (1301 83 FixeT e T (x1) =
= Fx~1)tx S f((x)=f{x-1)+x {d).
lz {d} sado izlazi:
x » 0: x & 0
f{ x ¥)=f{x-1)0x F{x)=F{xt1)==({x+1)
flx=1}~F(x-2)=x~1 Fx+1) = F{x+2) = (x+2)
flx=2)=f{x=-3)=x~2 flxt2-f(x+3)=- (x+3)

................ @ PR R T | o
Fl1)-f(0)= 1 F(-1) —f( 0 )= 0

f{x} ~ F(O) = ‘l:-x{x{»l) F{x)-F(0) = ;- (-x} {-(x+1})
f0= 2500, e zten| fx) = 2820, ez ()

Prema (¢}, {e} i (f) riefenje zadatka je:
FiZz—Z, f(x) = "(;H)= I %x.

- B89 =

348) Naéi sve funkeije f:R—R koje zadovoljavaju vvijete
(o) Flxtf(y})=(xty)t1,
(b) x3y & f(x)»f(y).

Riefenje:

Iz (b) izlazi da je f injekcijo, a iz (a) da je flytf{x))=

=flxti{y))=fix+ty)+1, odokle je (zbog Tnjektivnosti F}:
y+E()=erf(y) (<),

Za y=0 iz (c) dobivame: f{x)=x+f(0) (d).

Iz {a) no esnovu (d) izlezi: (xt+F{y) }H(0)=({x+y)+F(0))+1, vdakle

zbog (¢) dobivamo: (y+E(x )} HF(0)=((x+y)+F(C1)+ 1,

yHE()HF{0)sx+y+F(0)+1, ti. Fix)=xt],

TraZena funkcijo je: f:R—R, F(x)=x+1,

347) Na¢i sve funkcije f:Z-4R koje zadovoljavaju uvjete:
{a) (0} #0,
(b) £(1) = V3,
(e} Fix} fly) = Flety)+f(x-y).
Rjeienie:
(100 7=£(0)-1(0) &) (0+0)+£(0-0) =F(0)+ F(0)=2F(0) 3 (F(0))2=
= 200009} f0)=2  (q),
3= 3Bty iy ©) R s a1 R ey @) )iz o
D F(2) =1 {e).
Analogno izlazi: F(3)=0 (f), F(4)r=_] {9)reca
Nadalje imame: 2-F(y}=f(0)« f(y) gf{(]+y)+f(0-y}=f(y)+F{-y) =
= f{-y}=F(y) (b) (f je parna funkecija),

#0) @ 222¢00 (1), (1) W V5= 2c00 T, 0z) @ 12 pca 2.
£(3) ) 0= Z2cas Eé?—, f(‘”(—g) -1= 2ceos 46_"”

Marematitkom indukcijom se lake dokazuje {dokaZite to) do je:

f(n) = Zcos "6 L NEN ().
Poito je f(-n)(zh) F(n)(=i} 2cos Eg-z—= 2c 05 -gf.r {jer {e kosinus

parna funkeija), +{. f{=n)=2cos _272— {(k}, tada iz (j), (k) i (i}

wlijedioile) = 2eas 15{'?—' z&€Z (l), pa je *rafena funkeija:

fiZ-»R, f(x}= 2cos %rx.
348) No£i sve funkcije i’:N-—-!'I'\I.3 koje zodoveljavaju svoistva:
{a) flxy)=F(x)+ily},
(b} F{x)=0 kada je posljednja znamenka brojo x jednaka 3,
{c) F{10}=0.
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Rieienje:
Pokazat* €emo do je trozena funkeija: filN—aN fix)=0.

Matematiédkom indukcijom se luko pokazuje do'je
F(xlxzo..xn)=f(x])+f(x2)+..,+f(><n), odokle za K =XpZaoa"

=x = x dobivamo: f{nx)=n:f(x}, ngN. Kuko se svaki prirodan
bréj x mofe napisati u obliky rastava na proste fakéore:

9 99 i ” .
X=py Py essP, 5 piei’, qieN, i=1,2,...,n, tudag je:

F(n)(é') g, f(p])+q2.F(p2)+,”+qn.f(pn), pa je dovoljne dokozati
da je f(1)=0 1 f(p}=0, v peP.

{mamo: £(13=F(1- 1327 £{13+6(1) = F(1)=0,

08e) rroy-e( 2.5)'8) f(2)+(5) > H(2)=F(5) =0,
)R g,

Svaki prost broj p>»5 zavriava jednom od znamenaka: 1,3,7,9.
Ako je posljednja znamenka brojo péF jednaka 3, prema {b) je
f(p)-0.

Ako je posliednia znamenka broja p€F jednaka 1, *ada 3p

b .
zavriava sa 3, po je 0t f(3p) (g}f(3)+f(p)(=) 0+f(p) = f{p), *i.
f{p)=0.
Anolagne se pokazuie da je f(p)+0 kada prest broj p ima posljed-
niu znamenku 7, odnosno 9, promatrajuéi f{9p), odnosno f{7p}.
Dakle, trazena funkcijo je: f:N—9NO, F{x)=0,

349) Naéi sve funkcije f:N—N koje zadovoljavaju uviet:
{a) f{n+t1)>f(i{n}}.

Riesenje:

Dokazimo prve matematitkom indukcijom da je:
f{m)®n, man (b},
(bl) Za n=1 je fim)21, meN (zhog Fim) & N).

bZ) Pretpostovimo da tvrdnjuo (b} vrijedi za n=k, tj. dao je
fim)2k, mak.

Dokaiime da tvrdnjo vwrijedi i za n=ktl, tj. da je
Flm)2%+1, mxaktl,

Dokaz: (bz) (b2) o)
D] D meldk 2 fm-1)2k 2 f{f(m-11 3k D f(m)>F(F(m-1))3

Ak > fim)dk > flmixk+l, makel.
Stim je {b) dokazano.
1z {b) izlazi da je fin}2n {c}.
Pokazat éemo da je f{n)=n, ¥n&N [d}. .
Pretpostavime (suprotno tvrdnii) do postoji neki n€N za koji j&
f{nya>n fe}.
Neka je f{mo)—‘-min f(m} (f). Tada imamo:
mXn

(by)
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{c)
m)ném,)némo-]an (g} if(mo-'l} > mo*'l {h}, pa iz
mo—l )n(g)éq(h) F(mo-!):sn, odnosno iz mo-1=n (22 f(rno—l) *n,

ti. f{m -1} 2an (i).
1z (a) Tzlazi: F(m0)>f'(f(mm—l}), a odatle, supstitucijom

i
f(mo-1)=k > n, F(m°)>f(k), k»n, §to je v kontradikeiji sa (f).

Stim je (d) dokazane.
Dekle, trazena funkeija je: FsN—N, F{x)=x.

350) Noéi sve funkcije f:5—N , 5={3n| neN I |£n£333} 5

koje zadovoljovaju uvie'ec:’

{a) Fimtn-fim)=~F(n)e{0,1} ,

(b} f(2)=0,

{c) F(3)>0,

(d) F(9999)=3333.
Riefenje:
Iz {o) izlazi: f(min)=f(m)*+f(n)te, a€{0,1} (e).
Nadalie je: 0 @) §(2)=r(1+1) @) f1)+F(1)ra= 2501 4a 3 £(1)=0 (£}
(jer su (1}, aeN ),

{c)

0 < f(3)=£2+1) 82 r210 (1140 P os 0tame > F(3)=1  (g),
H3 0 1IR30+ 3) @) F(Bn)+1(3)+a @) £(3n)+ 140> F{3n)BF(3(nt1))>
>f(3n)  (h}.
Iz {h) matematidkom indukcijom lako dokazujemo (dokaZite to}
da je f{3n}s n {i); pa no osnovu (h) izlazi da ake u (i} veijedi
stroge nejednakos' za neki n, 'oda ta nejednakest vrijedi 1 za
sve mun. Koko je premo {d):f{3.3333)=3333, rada v (i) vrijedi
jednakost za sve n&3333. Dakle, traZena funkcija je:

fi5—N _, 5= {3n]neN i 1802333}, f(x)=x.

351) No¢i Funkcije f,g : R—R koje zodovoljevaju sustavy jednadibi:
(230 g(2x+1)=2x, f(2y-)-g{2xt1)vx, x71.
Riekenje:

ZIan:.iu.niem1 jednadzbi izlazi: F(=21-) = 3 x le), odakle je
gl2x+1) = 7x {bY. lz (a} i {b) dobivamo rietenje zodatka:
-1
froiR—sR, f(x) = 52y, %A1, alx) = =
Viezbe:
Ix-1 ®x+1

352} f:R—aR, (a) F(Ti-_Z_) il B x# =2,1 . (R: f:R—R,
. _xt4 4 2
f()() o Ix-2 L K?( 3 )'
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353) FiR—R, (a) 3 flx-1)-F (%)= 2x, xp0.

3(x + 1)2
4(x+1)

{R: f:R—-=R, f(x} = , xZ =1},

354) R:R—aR, f{x)=axtbxtc, (a) Flxty)=f{x)+ily) +xy.

(R: fiR—sR, F(x) = %x2+b, bER ).

355) f: N=Z, {a)f(x) +F{y) = f{x+y)-xy-1,
(k) £(1) = 1.

(R: £+ N=+Z, f(x) ="_2{ﬂl s g %(x+3)2 ) 181 "

356) F:rN=N, (a) f{1)=2, (b} Flxy)=f(x} Fly)=F{xty)+1,
{R: FrN—=N, flx)= x+1 ).

357) fiR—aR, (a) Flxty)=f(x)+f(y}, (b) f(1)=1,
() f(%)::']y'—'f(X); 0. (R: :RDIR, Flx)=x ).

358) F:R-—R, (a) f{x) + /(f(x))2 T Y
{R: F:R—R, f{x}=x ).

359) F:Z—Z, (a} flatb)2f{a)+ f(b), (b) F(1}=1,
(c) | E(=1)I=1 . {R: F:Z—+Z, f{x)=x }.

360) Dokazati da je funkcija f:R—R, za koju vrijedi:

() flxta) = 3+ VFOO-(Fx)? , aer,

periodiéna funkcija.
{R: f:R—EK, f{x+2a)=f{x), ¥xER ).
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