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PREDGOVOR

Ova zhirke sadrii rijeSene zadatke sa matematiékih na-
tjecanja srednjoskolaca u 1988. godini i to sa republickih natje-
canja svih nasili Republika, pokrajinskog natjecanja SAP Vojvo-
dine, »Arhimedesovog matematickog turnirac (SR Srbija) i sa-
veznog natjecanja.

Pri izradi zhirke korilteni su materijali natjecateljskih
komisija. U prikupljanju tih materijala posebno su se angaiirali
prof. Andelko Marié iz Sinja i prof. Ivo Vujicic iz Titograda.

Zadatke i potpuna rjeSenja sa »Arhimedesovog matematié-
kog turnira« dao je prof. Bogoljub Marinkovié iz Beograda. Dio
zadataka pregledao je i dao vedinu rjesenja sa Saveznog natjeca-
nja dr. Viadimir Volenec iz Zagreba. Pojedina rieSenja uzeta su
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REPUBLIEKO NATJECANTE

Zadaeci:

I ragred:

1) Ako prirodni brojevi a,b i c zadovoljaveju jednakost

a2+b2=c2, dokazati da je bar jJedan od brojeve a i b

prema rjeSenjima dr. Vladimira Jankovida iz Beograda (Savezno djeljiv sa 3.

11 2), Mirana Bozicevica iz Zagreba (Savezno I 3), prof. Milovana 2) Dokazati da tofke simetriZne ortocentru H trokuta ABC u

Miadenovica iz Grocke (Saverno I i IV 2}, dr. Pavia Mladenoviéa odnosu ne pravce ns kojime leZe njegove stranice, pripa-

iz Beograda (Savezno IIT i 1V 3, te Dijane Ilisevi¢ iz Belog Ma- daju krufnici koja je opisana tom trokutu.

nastira (Republicko SR Crne Gore Il 2, 3). Kontrolu kucanog 3) Ako je produkt tri realna broja jednek 1, a njihove sums

teksta izvriili su Anda Mijalovié i Denis Vidovid. veta od sume njihovih recipro&nih vrijednosti, onda Je
bar jedsn od tih brojeva veéi od 1. Dokazati.

4) U revnini je dsna kruZnmica polumjera 1 i n tofaka
Ayshs,400 A, . Dokazati da na krufnici postoji todks M za

Svim spomenutim osobama najtoplije se zahvaljujemo, Ta-
koder se zahvaljujemo radnim ljudima GP »Slovo« Beli Manas-
lir, a posebno diplomiranom ekonomisti Dragi Pafajlicu § Branku
Vujakliji na Stampanju zbirke, re radnim organizacijaina Bara-
nje, a posebno dipl. oece. Milki Bosnjak—Mrda na sufinanciranju
zhirke. Unaprijed se zahvaljujemo i svima onima koji nam ukaZu 11 _razred:
na eventualne Stamparske greske, 1) Neks su a,b,/= + [b racionalni brojevi. Dokezati da su ta-—

Lk Cotikns da i brojevi Va i b takodjer racionalni.
2) Dan je trokut ABC i todke M u unutrednjosti trokuta,., Neka
su X,y i 2 udaljenosti tofke M od stranica EE,E‘:& i AB re-
dom ([AB|=c, IBG|=a, [CAl=b), Neke Bu hysby i b, du -

koju vrijedi |MA,| + ]“21 ¥ s ¥ [mn] >n.

Zdravko Kurnik

1jine visina koje odgovaraju duljinsma stranics a,b ioc.
Dokszati da je x/hg + y/hb +z/h, = 1.

3) Brojevi x,y,8 i b zadovoljavaju jednekosti X+y=8+b ,

x4 32 a2+ b2, Dokszati da je x"+ 3" =a"+1b® za sve pri-
rodne brojeve n.
I 4) Dani su pozitivni brojevi a,b,c,d, takvi da Je %4%. Do~

kazati da je 2¢22E.8
b b+d 4a
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IIT razred:

1) Dokazati da je za proizvoljan cijeli broj x broj

x7 - 6x7 + 9x° - 4x> djeljiv sa BGHO.

2) Neke su x,y,z prirodni brojevi za koje vrijedi x"+ y%a 2B,

Dokazati de je min(x,y) >n.

3) Neka su m i n neparni prirodni brojevi. Dokazati da Jje je=

dino rjefenje jednasdibe cos™x + 1/sin™x = sin"x + 1/cos™x ob-
lika x=T/4+ kT, kEZ.

4) Dokazsti da je udaljenost od svake tolke ije su koordina-

te cijell brojevi do praves p...¥=5x/3+4/5 veéa od 1/320.

IV razred:

1

Isto kao 4. zadatak iz III razreda.

2) Naéi sve prirodne brojeve n, takve da neka tri uzastopna

3

&)

koeficijenta razvoje (a+b)" Sine aritmetilki niz.
Deni su pizovi (an),(bn),(cn) sa

O 1 1
&, =0, an+l-§(bn+cn), by =1, bn+1'§(°n+an)'

01 = 2‘ cn+1 - %(En + bn) .

Dokazati konvergenciju danih nizova i izradunsti njihove

granidne vrijednosti.

Koliks je vjerojatnost des je slu€ajno odasbrans tetiva

krufnice polumjers R dulja od strenice upissnog jedmake —

stranidnog trokuts, sko se postupak izbora tetive ocbavlja

na slijedeta dva nadins:

8) sludajno se bira tetiva krufnice, s zatim povlaZi te -
tiva,

b) sludajno se bira jedan kraj, a zatim se takodjer slu -
tejno bire i drugi kraj tetive.

RlebBeoenja:

I razred:

1)

Za svaki n€N vrijedi nsr(mod3), re{0,1}, odakle jo
e rl(modB ¥ rle-{{),l} () .
Kads bi bilo a,b¥0(mod3), teds bi bilo 82,6251 (mod3),

w B

3 FCRE S | (mod 3 ), #o je kontradikcija sa (%).
Dakle, bar jedsn od brojeva a i b je djeljiv sa 3, Sto se

i tvrdilo,

Neka je k kruZnice opisana tro-
kutu ABC, 8 P,Q,R druga sjecis-
ta pravacs AH,BH,CH s kruZnicom
k. Promatrajmo najprije tofkm
P. Odmah se vidi da je ¥BCR =

= 90%-y3, HPHC =/3, JCPA =JCBA =
=/ (obodni kutevi nad istim
kruznim lukom AG) i YPOB =90° -
-/5. Prema tome, trokut PHC je
jednakokrafan, & pravac BC sl -
metrala njegovog kuta JPCH. Na
temelju te ¢injenice slijedi da
je pravac BC simetrals i stranice PH trokuta PHC, tj. to&-
ka P je simetrifna ortocentru H u odnosu na pravac BC.
Analogne se pokazuje da su Q i R todke simetrilne tolki H
u odnosu na prevce CA 1 AB.

%) Neka su a,b,c trl reslna broja za kojJe vrijedi
abc=l, a+b+c> i, % +1 . Nakon mnoZenja sa sbc nejedna-
8 c

kost se svodi na oblik e+ b+ oc~-bc~ac-~sb>0. Ova nejed~-
nakost nefe se promijeniti ako na lijevo] strani dodamo
abe i oduzmemo 1. Dakle je abc+8+b+c=-bec=-ac=-ab-12>0,
Sada imamo redom: (2=1) +bef(a=1)=bla=1)=~c(a=1)>0 ,
(a=1D(l+be=-b~-c) >0, (a=1)(b-1)(c=-1)>0,

odavde neposredno proizlszi da bar jedan faktor mora biti
pozitivan, s to znafi da bar jedan od brojeva a,b,c mora
biti veéi od 1. To dokazuje tvrdnju.

4) Neka je k{8,1) dana kru¥nica i T teZilte skupa tolaka
{AI,AE,...,&H}. Pravac ST sijede kruZnicu k u dvije todke.

Oznadimo ss M sjecidte koje Je dalje od todke T (u poseb-
nom sludsju T8 ulogu todke M moZe igrati bilo koja t0d -

ka kruZnice k). Svojstvo teZifta promatranog skupa tolaka
g —

— —»
mofemo izraziti u obliku MAq + MAa+ ees +MA, = nMT .,
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= Bow

Projicirajmo sada todke Byshnyens ,!Ln ortogonalno na pra -
vac MT i oznadimo sa Ai,Aé,...,Aﬁ pripadne projekcije .

Pri projiciranju svojstvo tefi%ta se ne mijenja, pa je T
i te#ilte skupa {;\i,Aé,...,AE}, te vrijedi
—s

ﬁ‘i + ﬂz+ Frel MTE.- nMT . Buduéi da su vektori
ﬁ},ﬁ.{z,... ,Hg,ﬁi" ne jednom pravcu, éa njihove duljine
vrijedi |MA3| + (MAR ]+ ...+ IMAZ] > n|mp! |

Na temelju ‘o&iglednih nejednakosti IMAd| < | ma, | s I MA3 [
S IMApleuyMAYIS | MA I,|MD! > 1 odnah dobivemo da Jje
TMAL L+ [MASL + aue v [MA)2 | MAP) ¢ JMAZ ]+ .0 s mA2] 2

>nlMTlyn,

II razred:

1

2)

3

Tvrdnja je o¥igledna ako je jedan od brojeve a i b jednak
0 ili ako je & =b, :

U sludaju kada su a i b razlifiti pozitivni recionalni
brojevi, na temelju pretpogtavke neposredno zakl judujemo

da je i broj E-r-u';;:'ﬁ takodjer racionalan, Konadno,

zbrajanjem i- oduzimanjem racionalnih brojeva \Gﬂﬁ:,
Va- b, odmah slijedi da su i brojevi va i b racionalni,

.C N Imemo redom
:h\l\)\ P=Pgspg=8h,/2= bhy /2= sh./2,
b ;,L/:,:‘.,._q P1 = BAnon = #x/2,
ﬂ: /::m“ «b{\ Pa = Fpoam = b3/2,
4 A s PB'PdABH-cz/Q'
A 2 8 Sada je

P,+P P P P

-P- 1+ 2 L 21- -x+ 42 étoseitvrdi—
1P'ﬁ_i*T*TT§H;ﬁY;‘§'

lo,

Evadriranjem prve jednakosti i uvaZavanjem druge proizla~
zi najprije xy = ab.
Seda tvrdnju zadatke dokazujemo matematidkom indukeijom,

=

1% za n=1 4 D=2 tvrdnja vrijedi Jer se u tom 8ludaju
dobivaju polazne dednakosti x+y=8+0 i x + ya ]
=8 +b"~,

2% Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za ne=lke1 inak,
ti. de je xk=1, yk-l- ak-1 L + yk- a¥ i pk .

39 Dokafimo da na osnovu te Pretpostsvke tvrdnja vrijedi

5 B k+1, tj. da je xk+1+yk+1-ak+1+bk+1.
Zeista, x®*1, gl (x+ ¥)(xF4 yk) - xy(x-1 +yk_1j =
= (a+b)(ak+bk)- ab(sb"lq- bk'l) - ak+1+bk+1.
4) Iz a/b £e/d proizlazi ad <bc, & odatle ab + ad <ab + be,
odnosno &(b + d) < bla + c). Dakle je a/b <(a+e) /(b+d) (1).
Iz a/‘b-cc{d. proizlszi 8d <bc, a odavde ad + cd <bc +ed,
odnosno (8+0)dc(b+d)e. Dakle de (a+0)/(b+d) ce/a  (2).
Iz (1) i (2) slijedi tvrdnja zedstka,

IIT razred:

1) Rastav brojs 8640 na prim faktore glesi BG40« 26.3%,5, a
rastav zadanog izraza ns faktore poprims 8lijedeél oblik
ACx) = x7 = 6x7 4 9% - 4x3 o« x3(x - 12(x+ 1)%(x- 2)(x+2) =

= ((x=2)(x- Lx(x+ 1)(x+ 2)) ((x - 1)%%(x + 1)) .
Razlikovat Gemo Zetiri sluéaja.
Ako je x paran broj ali nije djeljiv sa 3, tada Je u pro-
duktu (x=2)(x=1)x(x+ 1)(x+2) jedan faktor djeljiv sa 5,
lsa 4, 2a8 312 s 2, ti. taj produkt Je djeljiv ma
5% 32.5.3. 8 druge strane produkt {x- 1)x2(x+1) djeljiv
Jo sa 2°.3. Prema tome 28.33.5/ax).
Ake je x paran broj djeljiv sa 3, tada je u produktu
(x=2)(x~ LDx(x+1)(x+2) Jedan faktor djeljiv sa S5y Jo =
den sa 4, jedan sa 3 i dvg 88 2, tj. taj produkt Je dje -
1jiv sa 24.3.5. U tom sludaju je produks (x~- 1}::2(z+ 1)
djeljiv sa 2°.3%. Prems tome opet 2, 32.5/a(x).
Ake je X neparan broj ali nije djeljiv sa 3, tada
23.5%.5 |(x = 2)(x - Dyx(x + 1) (x4 2) 1 22.3/(x- 1)x®(x 4 1) .
Prema tome 26.35.5,A(x).

i i i0% di
S alileOvic ik: anja srednjoSkolaca u SFRJ u 1988. go
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2)

3)

+

- 10 =

Ako je x neparan broj djeljiv sa 3, tada

23.3.5)(x-2)(x= Dx(x+ ) (x+2) 1 22,37 |(x- DP(x+ 1),
Prema tome opet 26.33.5].1(:0.

Bez smanjenja opéenitostil moZemo pretpostaviti da je x<7y.
Keko jo xP+ 3% =22 1 x,7,2 €N, to je 22> % z>y »

% z2¥y+1 & z“;(y-pl)n - zn;yn+ wn—l+ ees + 0¥+ 12
;yn_'_n’n-l_ i z1:133,11*_‘1},11-1 > xn_'_yn?],n_'_nyn-l -

s x%3ny™ 1. Keko je x<47, to je ny™ iz mx™l, 1z x%
amn'lb;nxn"l - xn;m‘m—l % x>n.

Dakle, min(x,y) =x>mn.

Buduéi ds su m i n neparni brojevi, dovoljno je razlikeo -
vati slijedete sludajeve:

19) ginx <cosx & (sin®x< cos®™x & sin™x <ccos™x) 2

* % (cos™x >sin™x & 1/8in™x > 1/cos™x) =

%+ cos™ + 1/sin®x >sin"x + 1/cos™x,
2%) Za sinx= cosx zadsna jednakost odigledno vrijedi.

29) ginx >cosx o (sin™x >cos™x & sin™x >cos™x) B
= (cosx <ein™ & 1/sin"x <1/cos™x) »
% cos"x + 1/sin"x <sin%x+ 1/cos™x.
Implicitni oblik jednadZbe pravca p glesi 25x = 15y + 12=0,

Lako se pokazuje da me poatoji par cijelih brojeva x,¥y

koji zadovoljaveaju ovu jednsdZbu. Naime, ¥y = 25x + 12 =2X +

+1- 222 5o cijeli broj ako je 2’:;-2 cijeli broj, ali

ne postoji cijeli broj x za koji je izrez 5x+ 3 djeljiv

Ba 5. ;

Neka je sade T bilo koja tofks s cjelobrojnim koordinata-

ma a,b, Udaljenost tofke T od pravca p dena je Jjednakoéu
1258 - 15b + 121 _ 1258 -15b+12)

d(T sP) =
/ 252 , (-15)2 534

Pretpostavimo suprotno tvrdnji da postoji todka T za koju
Je

- 1] -

l2sa-1sbs12l 1 V34
o S5ty F25a. 15b+12]:5—2—.
Odavde nufnc slijedi de je cijeli broj 258 = 15b + 12 jed~
nak O, & to, kso #to smo vidjeli, nije moguée ni za koji
par cijelib brojevs a i b. Dakle Je
a(r,p) = 4258150+ 12] 1 .

5v34 =

IV razred:
1) Vidi rjedenje 4. zadstka IIT rezreda,
2) Tri uzastopna koeficijenta razvojs (a+Db) = Z(E)au"khk

n

k=l
n
su (k-l)’(f:')‘(kfl)' Oni &ine sritmetidki niz ako je (%)

n
2(,) = () + (). NapiSemo 1i tu jednskost u razvijenom

obliku a.&({%}g&nﬁg_ ESV NG
nin=-1%),,.(n-k+2
4 e eiel) (ool + PomnoZimo 8a 1.2...(k+1)

sna s +.
i podijelimo ga n(n-1)...{n~k+2), dobivamo jednakost
2(k+1)(n-k+1)=mk(k+1) + (n=-k+ 1){n- k), koja nakon
mnozenja i sredjivanja prelazi u kvadratnu JjednadZbu po n

02— (4k+ 1)n+ 4= 220,

Rjefenja ove jednsdibe glese n; , = B+l 2 8ley (#9) .
L

Da bi rjeSenja D, i n, bila priredni brojevi, nufno Jje da
izraz pod korijenom bude kvadrat neparnog prirodnog broja.

Stavimo 11 8k+9 = (2ms1)?, dobivamo najprije da je 2k=uZ+
+ m=2, a onda iz (%%) za rjedenja n, i n, proizlage pri-
kazi ) =n®+20-1= (ms1)2-2, n,=u’- 2. Na temelju tih
prikaza zakljuSujeme da su svi trajeni prirodni brojevi n,
koji zbog (¥) moraju joE zadovoljaveti uvjet n2k+1, ob-
lika 1= mz- 2, mm3 4.5 ... ,

Jasno je da zbog simetrije binomnih koeficijenata za svaki
takav n postoje u odgovarajuéen razvoju dva njesta gdje se
ostvaruje polazni zahtjev o aritmetiZkom nizu,

3) 8120, by=1, ;=2 (1),
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- 12 =

1 1
a'n+1-%(l’"11""3n>’ bpe1=2 Cnn"cn)“ °n+1'2(8n+bn) @.
Iz (2) dobivamo an+1+hn+1+°n+1"n*bn+ c, {3) .
Buduéi da jJe 8y +by+0y=3, to je prema (3)

n+l* Pogl * Cpyn = 30
Sada je a_ . =3= (bml"'c 1)(-)3 B (b +c ) (2
(2>3~a -8,,1y Pa je 2:;n 1=3- a, ili

+1°7 Ean"'z (.
RjeSenje s, , nehomogene rekurzivne jednadibe (4) dobiva-

me kao sumu rjefenja a; 51 pridruZene homogene jednadibe

#
antl-- %‘n (5) 1 partikularnog rjeSenja ’m‘-l nehomoge-

ne jednadZbe (4). Lako se nalazl da je an’:_l-l- (= %)n+1 (5)

»
18pl=1(6)y po Je s, =8, 5 +8,", odnosno
8,122 H™L41, 8,20, 12 Oway=2e(-1+1 proiz -
lazi A= 2 (7).

Konagno Jje &, ;= 2-(-%)“*‘1 +T . EXs 8,9 ==~ %)n+1 .

Frema tome je li.man
T1=pB0

l.n
Analogno se nalazi b= 1,nmbn =1 ie,1=(=5)"+1,
lim On el

Duljina tetive je veta od duljine
a= vag stranice jednakostranidnog
trokuta za izbor sredidta u unutras-
njosti kruge polumjera r=R/2, pa je
vierojatnost P« r"/R°= (r/R)a -

- (1/2)2 = 1/8.

Neka je ABC Jednakostranifan trokut
upisan u krug i A jedna krajnje tod-
ks tetive, Tetiva je dulja od stra -
nice tog trokuta ake je oma unutar
kuta qmc. pa Je vierojatnost P =

= @ (B8) /ul) = 1/3.

o

== - Emz==a

=88R BOBNA I HERCEGOVINA

R N N R N T n--a..ﬂ

DRUSPVO MATEMATIGARA, PIZI :
ASTRONOMA SR BOSNE I Bmcmonnz :

L N R T

REPUBLICKO NATJECANJE

(LT ETT TS

Zadaol:
I razred:

1) Dokazati da je izraz S=231°2-2320_258,25%, 252 1 gaje-
1jiv sa 105. y

2) Neka pu M i N todke dodira kruZnice upissne u trokut ABC
Sa gtranicams AB i ﬁ, a P todka presjeks pravca MN ma si-
metralom kuta ABC, Dokszati da je kut BPC pravi.

3) Ako je —2—+ B, S __0, teda je
b=¢ c-a a~b

a__, b . ¢
(b-0)" (c-a)° (a-1b)°
4) Dano je 5 todaks u ravnini tsko da nikoje 3 od njih ne le-
%e pa istom praveuw i nikoje 4 ne leZe na istej kruZnici .
Dokazati da postoji krufrice koja prolszi kroz 3 od #ih 5
todaka, teko da jedns od preostalih toZaka bude unutar te
kruZnice, & druga izvan.

II rezred:
1) Waéi realna rjefienja sustava jednadibi:

x-}r\"xa-ya_a, 1-:4:2 ﬁ
Jl-12+y2 V1e x2+y

2) Neka su z; 1 2z, rjeSenja jednadibe 52+pa+q-0, qa¥ 0. Ta-
da 2z, 1 z, lefe (u kompleksnoj ravnini) ili na kru¥nici sa

=0, Dokazati,

=b, a,beER.

srediftem u ishodi¥tu koordinatnog sustava ili na polu -
praveu koji izlazi iz ishodita koordimtnng sustava alkko
Je p.|q)=Pa. Dokazati,

3) Koliko ims prirodnin brojeve n <1988 za koje vrijedi:

(Vo] dijeli n? ([x] = najveéd cijeli broj koji nije veéi od
b 5 I
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Deno je n todake Ayshgyeeeyhy u ravaini, Dokszati da pole-

vidta evih dufina Aiaj, 14 j, odredjuju bar 2n- 3 razlidi-
tih tolaks .

IIE ragrggt

1

2)

3)

4)

Izradunati tg9° (bez upotrebs logaritamskih tablica i re-
dunala).
Naéi realna rjedenja sustava jednadZbi: xlui(x2+t) 4

‘2'§(‘3"xi3)' :3.5(::“:}—4), z4-§(ﬁ+-x};) ‘

Suma 5 pozitivnih brojeva jednaks je 1., Dokszati da me ti
brojevi mogu postaviti na kruZfnicu tako da pume 5 produka-
ta susjednih brojeva ne prelazi 1/5.

U ravnini je deno 4n+1 todaka tako da nikoje 3 nisu kolie
nearne. Dokszstil da se 4n od tih tofaka mogu rezbiti u pa-
rove, tako da du¥ine odredjene tim parovima imaju bar n
Presjeka .

IV razred:

1)

2)

3)

4)

Ne listu papires sa kvadratnom mreZom nacrtan Je pravokut-
nik ABCD ¥ije strane le¥e na linijams mre¥e i za koji wvri-
Jedi; (ADl= kJAB((k € N). Promatrajmo sve pubteve iz & u ¢ ko=
31 idu linijems mrefe i koji su najkreéi. Dokazati da je
izmedju svih tih puteva onih kojima prvi odsjedak leZi na
AD k puta vide od onih kojima prvi cdsjedak leZi na AB.
Postojl 11 polincu p(x) ma realnim koeficijentima takav da
z8 8vekl x iz nekog interwala (of,B), o< 4, vrijedl:
p(ginx) =sin2x 7 3

Za niz brojeva 814355001487 9g5 vrijedis By =1, [sk+ll -
= Iak+1] za k=1,2,...,1987, Naéi maksimalnu vrijednost
izraza: | 8, +85+ .., "'51988[ i

Dano je n plavibh i n crvenih todaka u ravnini, take da ni-
koje 3 nisu kolinearne. Tada ‘postoji prevae koji ne prola-
zi ni kroz jedou od tih todaks, takav da sa jedne njegove
strane leZi k plavih i k crvenih todake, gdje je k neki
broj veéi od 0, & manji od n. Dokezati .

- 15 =

Riofionja:
I razred:

1)

2)

3
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8= (231%-23%% _ (228 23%) , (232-1) .

= 2310232 _ 1) - 23%(232 - 1)(232 4 1) + (252~ 1) -

= (252-1) (2320 256 23% , 1)

- (23%-1)( 23523~ 1) - (23~ 1) ) -

(232- 1)(23*- 1) (226 - 1)

(252 -1)%(232 + 1) (257~ 1)(233 + 1) -
((23-1)(2341))%(23%41) (23-1) (232341 ) (2341 (232-2341) =

- 222,242,530,22.553.20.507,

Bto je djeljivo sa 105 = 3.5,7, jer 3]24. 5]530 i '?[555 .
Uz oznake kao ma slici imamos:
{PNC = {ANQ=90%-F (%)
(vedni kutevi),

IPsC =B+ §a90%-F (w9
(vanjski kut trokuta BBO j
(#) & (%) & JPNC=YPSC =

& 90°-“2" =) PNBC Je tetivni

Eetverokut & BPC = SNC = 90°
(lmt,_xi nad istim krufnim lue
kom 8C) & 4BPC=90°,

&

[} b
'E':‘a*a‘:-‘:*-_f's"’" b:o" o-‘:n'a—‘b*
a beo}{-8+b a -8+ b
M S LD et e S CE L B
Anal no:lzlui——-—zb s LY i 2 -
o (c-8)° (#-D)(6-0) (a-1)°
a+b-o a b ]
= Pa jo ————wss =
=e)e-ayt (b-s) (o—asz-*(n-b)z
- p—ttbio tolmbte b Btb=0o =
{e-a)(s-b) " Ta- -0 -¢)lc-®&
O
" Te- =IO ) R




- II razred

i 16 -

%) U dokazu tvrdnje ovog zadatks koristit &emo slijededu ¥i-
njenicu:
Ako Jje AB tetiva kruinice ky, a 0 tolke u isto] ravmnini
tada je JACE tupi, previ, odnosno ¥iljasti teds i samo ta-
da ako je tofka C unutar, ns, odnosno izvan kru¥nice k
(dokaZite tol ).
04 5 zadanih todake (od kojih nikoje 3 nisu kolinearne )
uvijek mo¥emo odabrati 2 todke takve da se preostale 3
to¥ke nalaze s iste strene pravca odredjenocg sa te dvije
prvobitno odabrane todke, Oznadimo te 2 togic;sa Ay 1 Ay
i promatrajmo kuteve pod kojima se dufina AjAy vidi ig
Preostale 3 todke, koje lemo oznaditi sa A}"#'AS' Ako Ja
na primjer Q’A11312>{A11412><11135A2 (zedto su sva tri
kute medjusobno razli¥ita?), tads &emo trokutu AR,
opisati kruinicu, 1.3 €e biti unutsr, s 115 izvan te kruZ-
nice.

1) x-—ﬂxz-ga_nfa

l
1-2%4y2 il b O S b RO

2 iae 1
= g x4+ ¥
=P P 2
Ul—xz+y2

& xediBla? w2, yobeaye? 2 o
Vi-a2.0? V1-02402

Pri tome mors vrijediti:
x?-323021-2%+3%>0 @ 0<xP-y2c1 B

(9 0<2e?-b221 (),
Rjefienje zadanog sustava jednad¥bi je dano sa (we), pri
Semu mora vrijediti uvjet (wu»),

2) s2+pr+qe0 » P=~(3)+5;) & quzy2, (&) ,
QEO0 = 212560 $ 3,40 & 2240 (##) ,

3

4)

s 1

P«f{a]=P.q @® =(29 +25) 012925 = =% + 85, (2125) o

@ (51+52).|51{.[52[-(s_l-ri'a').(,slza) &

® 33003y ]e(2p] + 200 3]0 I25] = (Bpzpdzp + (F30)e) &

& 31.1'511.152“52.islf.fzafn 15112.52+152[2.z1 &

& (ll]_l-Izzl)(slligf-salsll)-b »

® 1831- 25| =0v Bgl25]=85]2¢[=0 &

> |2y l=13y] v zg By =|3y(2, @

=) Ty =T, Vv 8Tg L) =80 B, 4o

& 2y 1 55 lefe na kru¥nici sa srediltem u iphodistu i
polumjerom 291 = 185] 111 24 i 2, lefe na poltlprnvou
koji pelszi iz ishodista i sa pozitivnim smjerom osi
x zatvara kut arg % =8rg z, .

Neks jJe [fA]=ké N, Tade je

kE<ynck+l,

P<ns(k+1)2ak? 2k 1,

n=+p, 0<p<2k+l, pa izlasi

ke [VB]ln=k+p o klp<2k+1 oo pe{0,k,2k} om

du ne{ka,t2+ k, kz+2k}.

28 k€{1,2,3,...443}, PE{0,k,2k}, jo n=k4+p,1988, a
78 k= 44 Je pamo n..tz-uzagaa. dok su n-k2+ l:alu-aq-:m

1 nai?42ka44?42,84 vaél 0d 1988, Dekle, ukupan broj
prirodnih brojeve n <1988, koji zadovoljavaju uvjet [J":i]]n.
Je 43.3+1=130,

Uodimo dvije tofke koje medjusobno imaju maeksimalnu ula -
1ljenost i oznadimo ih sa P i @, & njihovo srediste sa R ,
Oko P 1 @ oplfimo krufnice polumjera |FPR| = QR| =[PQ|/2 .
Todku P spojime ge svim ostalim (n-2) - ma tofksma (osim
sa tofkom Q sa kojom jJe ved spojena). Polovidta svih tih .
duZina su unutar krufnice k(P,[PQ[) i medjusobno su rapli-
gita (zadto 7 ). Isto u¥inimoc sa todkom Q i dobit &emo no -
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vih n-2 poloviita, pa je ukupen broj razliZitih polovis-
ta (polovidta svih duZina, & ne samo onih kojima je kraj-
nja todka P ili Q) najmenje 2.(n=-2) +1 (todka R) = 2n=3,
Minimalan broj polovista (2n-3) biti 8e kada su ave tol-
ke kolinearnme ( nea istome praveu) i kada je razmak svake
dvije susjedne tofke konstantan,

LIL resped:

1)

2)

Kako je 9%=45%-36%, a tgu5°. 1, ostaje nem joB odrediti
tg36°,

Iz £8(3.36°) = tg108° = tg(180° - 72°) = ~tg72° « ~tg(2.36%) ,
t3. t8(3.36%) = —tg(2.36%), prinjenom formula

2 tgd Lz+t o= tg74 Vo
tg2 d 'f?_ i tg3d = tg(2ded) = dobi:
1 d -3tgd
32,0
LEL.&E.}Q_ ﬁ%&o . Supatitueijom t = tg36%¢

1= 3tg=36° 1-tg=36
€(0,1), iz posljednje jednadZbe izlazi:

3
t -t 2t 5 2
Lg---—-—-—:» t7- 10t +5t=0/ 1540 =
- 3% 5 [ -

v (92210124520 » t225325 =
=3 1:2-5-26 (Jer iz t<£1 => 1;241) 3 t-:lfS-EE P
2 t=V5-2{5 (zbog t>0) = tg36°=y5-2/5,

Sada,prinjenom formule tg(d=-/) -—t&‘t}-ﬁ-‘@'—, izleziy
1=tgd. tgn

£89° = tg(45° - 36°)  1E45°7 - tg36°_ _1-V5-2{5
1-tg45°.£g36° 1 +{5-275

= 14+y5-(2+/5)5=2{5a1+/5-y54+2/5,

Uvjet: xl,xz,xa,xq_ £O.

0%igledno je dz su Xy X1 Xz s Xy istog predznaka,

1% X1 %p4%3:%y >0,
Dokafimo prvo jednu pomoénu lemu: Za pozitivan realan
broj x vrijedis x+%;2 .
Dokaz leme: Iz (x-l)aao - 12-2x+1_>_~0/ 1X>0 o

» x+322,

3)

o T

DokaZimo sada tvrdnju zadatka,
Prama prethodno] lemi je %+ 1/:13 2y X5+ 1/::232, Xz +
+ 1/::322, X, +1/x, 2 2, re iz zadanog sustava jJednadi-
bi izlazi: x X2l %2 3,1 Xzl i 1/x3€1y
l,t'x2 e 1/:5 =1, 1/14_51, e Xy + X5+ Xy + Xy z4 i
1/x:1+ 1/%,+ 1/1: +1/x%, <4
Zbrajenjem a'ednadibi zadanog sustava dobivamos:
Xy + X+ Xyt Xy = (x1+12+15+x4)/2 +
* (1/’(1 + 1/12 + 1[‘!5 + 1/"4)/2‘ td.
Kp+Rp+Xge X, = /x5 + 1/x%5 + 1/&(51-1/::“ + Bto Je,prema
ranije pokazanom, moguée semo ako je Xy =Xp=Xzu=X, ml
(obragloZite to 1 ).

2% X)1Xp0%50%, <0,
Mnofenjem zadanih jednadZbi sa -1, problem se svedi na
prethodni sluaj, pa za rjeSenje sustava dobivameo
x]-- 22 = 13 - x“ m =] (pok’%ite tol )l

Ozna&imo te brojeve a a,b,c,d,e. Prema uvjetu zadatka mo-
ra biti s+br+e+rdre=l (),

Pretpostevimo (suprotmo tvrdnji zedatka) da ne postoji
razmjeitaj tih 5 brojeva, takav da suma 5 produksta su -
8jednih brojeve ne bude veéa od 1/5. Razmotrimo na pri -
mjer ovakve razmjeiteje brojeve: aRbRecRAReRa Ger) 1
8RoReRbRARa (ww¥) (gdje je R relmcije "biti susje~
dan"), Tada iz (ww) slijedi sb+bo+od+de+ ea> 1/5 (amna
8 iz (wrx) Bc+ce+eb+bd+de >1/5 (wimeed, pe imamo 3

1=1°2 &) (a+b+o+d.+e)2-a +b2+o +d2+2.{sb+ao +
+8d+80+bo+bd+be+ocd+ca+tde) = (aa+b2)/2 +
+ (0220272 + (6248272 + (824 02)/2 + (024 £2)/2 &

+2,(ab+bo+cd+de+e8) +2.(8c+Ce+eb+bd+ds) >
2(ab+bo+ocd+de+en)+2.(ab+bec+cd+de+ ea)+

+2.(8c+ce+eb+bd+da) (zbog (:-'b)ago - sa-aobq-bago o
a-)(:2+ bz}/2 28byi00) = 3.(ab+bo+ocd+do+en) 4
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+ 2.{ac+ce+eb+bd+da) >5-%+2o% (proma (wwws) 1 Cowwsed)m

=1, tj. 1>1, Zime dolezimo do kontradikeije.
8tim je tvrdnje zadatke dokazana.

%) Zedanih 4n+l tolaks odredjuje ( ‘"‘2“'1) = 2o0(4n + 1) pravaca ,

@ ti pravel odredjuju najvide 2n(4n+ 1) smjerovas. Odabe -
rimo jedan smjer s koji je razli¥it od svih tih smjerova
i zadenim todkama postavimoe pravce paralelne & tim smje~
rom.Pravce i zadane todke oznadimo kso na slici (iskori-
stimo susjednost):

Promatra;jmo prvih 5 todaka al.a\a.aa,‘&#,lls. One odredjuju

bar jedan konvekean Zetverokut. To&ki koja nije vrh tog
detverokuta pridrufimo slijedete 4 todke Agy A.?,Aa,Ag i

Ponovo uodimo jedsn postojedi konveksni etverckut, Na -
stavimo 11 ovaj postupak, dobit éemo n konveksnih ¥etve—
rokuta, a n sjeciita dijegomala tih Zetverokuts dsju sgkup
od n razliditih presjeka parova dudina.

I _razred:
1) " Stavimo pravokutnik AROD u koordi -

e patni sustav keo na slici, Neka je

' |AB| = n. Tada je [AD] = k.n.

Da bi iz todke (1,0) stigli u todku
C najkraéim putem, potrebmo nam je

prijeéi n-1 horizontelnih i kn ver-
tikelnih jedini¥nih odsjedaka, tj.

ukupnoe kn+n-1, pa je broj nadina

ns koje to mofemo udiniti (kzﬁ;ﬁ']‘)

(0wt

{e, ﬂ)

1

o) 3 (broj kombinacija bez ponavljanja
»x (D-1) - ve klase (broj horizontalnih
pomaka) od kn+n-1 elemenata),

B
{é}) 8 (nel

2)

3)

e
Anslogno se pokazuje da je broj nalina ma koji se mo¥e iz
todke (0,1) stiéi u tofku C jednak (¥!%1), pg 315
(km-n»l) k.(kmn-l) (dokaZite to! )} proizlazi tvrdnja
zadatka,

Neka postoji polinom p(x) sa realnim koeficijentima takav
da vrijedi p(sinx) = sinx, ¥xe (L, (x).
Supstitucijom t = ginx i primjenom formule sinZx =

= 2ginxcosx = I2sinxy1- sin’x s 1% (#) dobivamos

p(8) = 2260142 2 5p2(t) = 4£2(1- 42) »

@ p2(6) m -ttt 4 582 ().

Zbog toga p(t) mora biti nblilm {zadto 7 )} p(t) -at2+ht *
odakle kvedrirenjem izlazi p2(t) = 8°t*:28bt+b%4° (sse).
Iz () i (www) slijedi: b° =4, 28b=0, 82 = =420, 50 jo
ofito nemogucte.

Dakle, polinom sa navedenim svojstvom ne postoji.

Iz les; = |a,+1] & & =0. Neka je f'1989]' |'1988+11'
Tada je: || =8 +1] /2

llalnlﬂ +1]/2 1989 P
+ = z 1311 = %}a +1|

|a1989|-|a1933+1[ /2
1989 1988 198 1 1
g: ;%= 5 (as1)? o %:9‘12' ?‘12" 20 0 M
i=1 i=0 i=1 i=0 im0
1988 1988
+ 1989 = 2, % ai-aggeg-aoa-msg - § sy =
3 i=0 i=1
1, .2 1§8 2 a
= 5(87ggq - 1989) |i-1ail.%.|a1989— 1989] .
o T—
Izrez I:L- 1’1' Jje minimalen kada je izrez |a1989-1989

ainimelan. Keko jo ;500 €N, & 44721936, 45° = 2025, tada
Je posljednji izraz minimalen (18) kada je ‘1989"45'
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Oataje jod provjeriti da 31989 mofe poprimiti vrijednost
45, Evo jednog primjera: 8, =1, 8y =2, 8z = 1, 8, =-2,

I5-1, 3 auy 3194_4--2, a1945-1, 019%-2, 1194?.3 P
ey 31989-“50 '

b, b, Uodimo konveksan m~- terokut ¢iji su
1 vrhovi iz skups od 2n zadanih toda-
ka (plavih i1i erwvenih) 1 u &ijod
unutrasnjostl se nalaze sve ostale
2n-m todke.
Ako rub tog m- terokuta sedrii i
plave i crvene tolke, tada postoje
2 susjedne tofke P i ¢ tog ruta, od
kojih je jedna plava, & druga crve—
na, Pravecem p||PC lako je odvejiti
te 2 todke od ostalih 2n- 2 tofaka
i tvrdnja zedatka je dokazana (k=sl}.
Neke su sada sve rubne todke konveksnog m- terokuta iste,
na primjer plave boje. Tada Gemo polo%itl 2n medjusobno
paralelnih pravaca a; (i=1,2,...42n), takvih da na gva=
kome leZi todmo jedna zadana toéka A;. Potom, paralelno
Ba tim pravcima, izmedju svake 2 pravca ay (1=1,2,...,2n)
polofimo po jedan od ukupno 2n-1 pravacs b, (= l,25ees
sesy20=1), Za svaki pravac b, (j= 1,2,...,%\1—1) promobri-
mo razliku R:I {(J=142500.920~1) broja plavih i broja er -
venih tolakas koje se nalaze sa iste strane pravca bfl kao
1 tolka Py, OZito Je da je Ry=1, & Ry, q=-1, pa mora
postojati pravac b, (P€{142,040,20-13) 28 koji je Rp=0,
Bto se itvrdile,

b

-8
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ZSER HRVYATSEAS=

"POKRET *NAUKU MLADIMA® SR HRVATSKE :

L T R e

REPUBLICKO NATJECANJE

Zademoeld:
I razred:

2 3
1) DokeZi da je ’.;+12-+§- eio broj za svaki cijeli broj x.

2) Zadan je realen broj k# 0 i funkcije f:R— R teko da za
8ve x €R vrijedi:

f(x)41 1 £(x) 0, te £(x+ k)-l_*_f.(.’il =
1-£(x)

DokaZi da Je f(x+ 4k) = f(x) za sveki x €R.

3) Nadji sve polinome P za koje je (P(x))2=P(x2).

4} U krug Je upisan Setverokut ABCD Sije su dijagonzle me -
djusobno okomite. DokaZl da je povrdina kruge

P-i(a2+b2+ ¢®4+a%), gdje su 8,b duljine dijelova di-

Jjagonale AC (redunajuéi od sjeci¥te dijegonala do vrhova
A iC), & analogno su c,d duljine dijelova dijagonsls BD.

II razred:
1) RijeBi jednadZbu 2¢(log,y + 1ogyx) =5,

2) Po unutarnjoj strani obruda polumjers 2r kotrlja se, bez
klizanja, kotad polumjera r., DokeZi de zadana tofka kota-
da opisuje jedan promjer obruda .

3) Odredi meksimalnu vrijednost funkeije f(x) .—xg— ’
ayb>0, TR

4} Odredi one polinome P(x) za koje vrijedi:

(x+1)eP(x) = (x=2)eP(x+1) .

IIT razred:

1) DokaZi da 10'-1+ ++e+81ggg » 10 a15+ sss *‘19885 '
a €N, ia1,...,1988.
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2) Definirejmo niz: uy=1, uy=3+5, uz=7+9+11, u, =13 +

+ 15+17+19, ... . Odredi opéi &lan niza u, i parcijalnu

i
sumu = Uy .
i=1

3) Duljina visine uspravnog stoSca dva puta je vefa od polu~
njera baze., Nedji omjer volumena kugle pisane oko stodeca
i kugle upisane u stofsc .,

4) U prostoru su dane todke A(2,1,3), B(3,1,5), C(3,3,1) i
D(3,0,~2). Nadji udeljenost mimoilaznih pravace AB i GD,

IV razred:

1) Nedji sve funkcije f:Q-——R takve da za sve x,y €9 vrijedi:
flx+y)e £(x).2(¥) 4 £ =2,

2) Heka su 84Xy 9Xpye e sXy pozitivni reslni brojevi, n>2, Do-
kaZi da je:
Xy = X Xo=X
s (el T e

+ * s ¥
Xy +X%y Xy + Xy
igpita]j kada nastupa Jednskost.
3) DokaZi da je za svaki prirodan broj n izraz (3+ 2@)n+
+ (3-2V2)" cijeli broj, koji nije djeljiv sa 5.
4) Neka je R radijus kugle opilsane cke pravilne &dstvercstra-
ne pirsmide, & r radijus kugle upisane u tu piramidu, Do-

kaii da je %;\(2_»,1.

X =X
n L 2
> LS i

X, =X /2(x1+x2+ ..-+xn)

Rjeteonja:

I razred:
-] 3 3 2
1) I M S GO N +2x_x(x+1)(x+2)
£(x) 5+—2 4 - 3 3 .

Kako Jje produkt x(x+ 1)(x+2) tri uzastopna cijela broja
Xy, ¥+1, x+2 djeljiv sa 6 (dokaZite to matemetidkom ine
dukcijom 1 )}, tada je o&ito f(x) cio breoj.

2) 1.4

£0x + 2k) = £((x + k) +k)_1+f(:l+ k)
1-2(x+ k) G

el

X
A€ N | .
e )

P+

-

£(x+ 4K) = 2((x + 2K) + 2k) == —L— L #(x), &4,

f(x+4k) = £(x), ¥XER,

£(x + 2k)

n=-1

3) Neka je P(r)-sn:n+an_1x teretBiX 4, lnlo. Tada
Je P(O) = 8, P{(0%) = a pe zbog uvjeta zadatka proizlazi

&)

%o

2-80, odakle je 306{0.1}.

o
1%) Pretpostavimo ds je 8,=1. Neka je k mejmanji broj iz

2%

TraZenl polinomi su

skupa {1,2,...,n} takev da je a, 40, Tada je
P(x)-anxn-fn...-i-afzkd-l .

(P(x))° = le2ax%+... ,
P(xa) -1+skxak+ sie o

Cdavde sekljulujemo da Je (P(z))au‘P(xa). Dakle
ne mo¥e poprimiti vrijednost 1.

Pretpostavimo da je e, =0 i k najmanji broj iz skupa
{1,240..,0-1} za koji je 8, 40, Tada je

n-k"' e +ak) -xk.Q(I) ¥

B(x)=8x"+ ...+ nkxk - xk(anx
P(x%) = x?%,q(x?) ,
(2(x))2 = x%%, (o(x))2 .

Iz uvjeta (P{x))E-P(x‘?) proizlasi (Q(x))aaq(xa), pa
ns temelju razmatrsnja u 1° zakl judujemo da slobedni
kosficijent a, polinoma Q mora biti O,

Dakle, mora biti 8,=8)=..u=8 101 8, =1 (zasto?),

P(x) =x", nen.

Jod dva rjedenjs dobivemo uz Pretpoastavku da je P konstan-
ta: B(x) = c. Nalme (P(x))%wP(x®) » ¢®»0 » ce€{0,1} 1
P(x)=0, P(X)=1, '

[PAl = IPC/ ® X = 8~x+b = x = (8 +b)/2,
[QBl=IQD| = yeery+d & y= (e+d)/2
$ c-ymc-(c+d) /2= (c-a)/2,
ab=cd (potencije todke T 8 ob -
zirom na krufnicu k),

4ASP1 R wx® . (c=3)2 =
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) R‘?-(‘“b (—:;—‘1)2 - R° (az+b +0244%,2ab-202) » 3 yo—g— @ ayxe-x+by=0,
Bx +b

= Rzag(a +b2+02+d2+2ab—aab) » B? (n +b2+02+42) - XER o6 DuBlelAC20 o (_1)2_ oy by G e
=) Pk-Rzﬂ'-u(a +° 40 +da)1?.’. e l—fwbyE)O e 43'&;3251 & 3’2511%5‘ & |yl< _F"
e - 1
II ragred: . { } ye[ 2yab 2\/Tz]
1) vrjetd: xe R*\ {1}, ye "~ {1}. . e B —— 1
2(1og,xy+losyx)-5 . 2(1°5x3’+1/1"313) -5 /-1"6:3 - Funkeija y —T—-—ax o e imasti maksimum yma——z{a_ﬁ.
5 : - Csteje joB izradunati x,
3 2.lo0 = 5:10 +2=0 = lo .2‘.29
o il o Be—tex® - X+ bokea O + 8x°-2/abx+Db=0 3 ({ix-ﬁ)a-og
(105,:3)1-1/2 = :prl-xl"‘2 = yl-\(‘z, xe (R*~ {1}) 2/ab 2/ab
=5 xﬂJi; 5 xn-’rE.
(logy)p=2 & yp=x°, x& (R' {1) 8 Vs
b 1
Feks Je £:(R*~{1}) —(R*\{1}), £(x) =vx Dakle, M= (zy:Jy) '(\E ¥ '5"'(;"-;')
i gr(R* N {1 — (RPN {1}), g(x) =x°, 4) (x+1).P(X) = (x=2).P(x+1) (*) ,
Teda je ofito g™ =f, ti. £ =g (provie - (x=2)4(x +1) (opéenito) ® x- 2/p(x) =
rite tol ). @ P(x)=(x-~ 2);?1(1:) (o) & Pix+1l)=(x=1) .Pl(::+ 1) 2
2) - Neks je k obrud polumjera (*):}(**) (x+ 1).(1_ 2)?1(1) = (x= 2).(3:_ 1)?1(14- 1) -y

+ U nekom momentu
tofks T &e pasti u neku = (x=1). xPa(x+ 1) = (x+1). Pa(x) =X, P2(x+1) e

todku A obruds k. U nekom xhes1 (*% le;_.(x) D Pp(x) = XPy(x) (wwuwnd)

g - 8 i"&&f:ﬁ‘iﬁiiﬁ:lﬁ"’ii @ (1P (x) = (x=1)P(x+1)  (wem),
1 < treBnjoj streni obrufa . x—lf‘:l:+ p & ('";*) X- 1[?1(1:) = Pl(x) = {x= 1).P2(x) (mwj 5
Uodimo meku toiku ¥ lote~ & P)(x+1)=x.Py(x+1) g s SRR 1)By(x) =
Sv/"r' o
ir

drugom momentu kotad k, (st} | (s matmnnt)
de doéi u meki polo¥aj ky * # Po(x+1)=(x+ 1).Py(x+1) -
i dodirivat e obru¢ k u 3 (x+1)xPy(x) »xo (x4 1)P(x+1) » Py(x) = Py(x+1) o
nekoj tofki B. Pri tome (n-n?ms) 2
Se vrijediti BTY =L, odskle je 18, *Blurb= IS4 d y T /om % Byla)e b (Kotibtatiba) Lymeaitig) WS Bgleex <
= 2rd , A=2d, Ho kako jJe /b= 2.JT7'SB (sredifnji kut e Py (x) = ax(x=1) (2 P(x) = ax(x-1)(x-2) y 8€ER ,
Jednak je dvostrukom cbodnom kutu 4T'6B nad istim kruiinin
lukom BP?), tada je of«4T'SB, tj. T* le#i ne spojmici SA. III rezred:

1988 1988 1988

E 5 5 g:
1 - - ») .
)1.1a1 :|.-..1(‘Ii ‘*)+1.1a" o
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o Bl

DokaZimo prvo da 10fn5-n. nelN (pw) .

Dokaz provodimo matematilkom indukeijom:

(a) Za n=1 tvrdnja vrijedi jer 10{0.

{b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n=k, tj. da
10}k = k.

(c) Dokezati da tvrdnja vrijedi i za n=k+1, tj. da
10 [(k+1)7 = (ke + 1).
Dokaz:
(k+1)° = (k+1)mk?+5k" +10K° + 10K + Sk 4 Lm k=1 =
= (K=k)+ 10063+ ¥2) + 5(k* 4+ k) =
o (K2 k) + 200k + k) + Sk(k + 1) (kP = k+ 1), Bto je dje-
1jivo ss 10 jer 10[k%-k (prema (b)), 10/10(k>+k) 4
10/ 5k(k+ 1)(K° - k+1) (zbog 2[k(k+1) ).

1%3 5
Prema (x%) Je . 1(." ~8;) djeljivo sa 10, a po

g
pretpostavel Je g 1.1 djeljive sa 10, pa Je tvrdnje

zadatka (na osnovu (»)) ofigledma .

Prvo dokeZimo matematidkom indukeijom da je

Bp=1+345+,...+(2n=1) = n® (%) .

(2) Zs n=1 tvrdnja vrijedi jer je 1-12.

(b) Pretpostavime da tvrdnjas vrijedi za n=k, tj. da je
Bk-1+5+5+...+(2k-1)-

{c) Dokazati da tvrdnjs vrijedi i za n=ak+1, tj. da je
By =143+ 5+ cee +(2k=1)+ (2ke 1) = (k+1)2,
Dokaz:

81 =By + (2k+ 1) B P 2r41) = (k4 1)2,

Btim je tvrdnja (#) dokszans,

Kako uy (i=1,2,...,k) ima i pumansda, tads U, = { “:I.

=1

ima 142+ 3+ ...+k-£(52"'-!‘)- dlanova, pa je

k 2
k+1)\2 K2
Vo= 2% =Biuia) 2 () (elerd)y2 b (ked) e

»

)

. D

2 2
kK“(k+1
Uy = )1 1 .._(_u_)_

xiuru_ LR (SN RPaT
s AANV: sa=lue?,02.0/5 |
¥

Ppanv =2

(#%) . Nadalje je u =Up =Ty ; =

vitp B o LABLABVICIVAL
AABY
W\

P |AB141BV|+|VA

l [ut.mw:rn[,(mrq-lnvmul} §g1+i§1
v

¥

Konadno Jje vf B3 12§£2+J‘§1 .

g u '_;—*—‘B Ornadimo 11 pravee AB i CD sa p i g,
n dobd

q9- D @ " obivemo:

Poss(Xyy42) = (IA'F).(’CB"xk) IIL"'MyB-y“) |5‘+1(SB-51) Jm=
L (2"‘?l| 1 ¥ 3*’2)0 ] heR (*)l
Gee o (X7 48) = (Xoapulxp-x) T o+ plTp-T ) s2gtp(ap=3,) ) =
=(3:3-3uy1=3u) , w&R (»%),
fivaka tolka P ¢p zadovoljave uvjet (#), a svake toflm Qeq
uvjet (wx),
Treliimo one todke Pep i Q€q za koje fe biti ﬁlp i
PQ 1q. Tada ée trafenms udaljenost d{p,q) biti jednaka uds-
1jenoeti A(P,Q). Kako je iR (13-31,73-3“53-5*) =(1,0,2),

?‘(’-D"!ci’n-;fcsfn"’-c) (0g=34=3), n'ﬁ o
- (x -IPUIQ-JPIB -SP) a{l=n,2= 3)“.. =2 =2 A= 3/.&) s tada iz

P}.Lu 1 PJLCD izlezds

B0 PALOBw0 » (1-2,2- 31, =2- 22 310)4(1,0,2) =
=08 (1=2y2= 3y =2=22= 3} (0,=3,-3) w0 w .
-5)""6!“- 3 & 62+ 1;8‘“,-0 o Amel &Iu-m % ODmPQ =

» (2,1,-1) = d(p,q) = a(P,Q) Jﬁf-m-#nxza-n’a-m,a- r 5
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IV razred:
1) Prema uvjetima zadatks vrijedis

2)

f(x+3) = £(X).L(7), ¥x,7€Q (1) & fr(1)e2 (2),
Ofito Je da funkcija £,1Q—sR, £5(x) » 2%, szadovoljava uv-
Jete (1) 1 (2). Pokezat &emo da je to jedina funkelja ko-
Ja zadovoljeva te uvjete,

Tz 2(x) = 25+ 5 B e®.2 - (23122 0, wxeq, slige-

di da je £(Q) SR}. Kada bi postejao neki y €Q, sa koji bi
bi bilo f(y) =0, tada bi za svaki x€Q vrijedilo: f£(x) =

= 2((x-7)+3) B 2x-5).t(3) - f(x-y).0= 0, ¥to Jo u

kontredikeiji sa (2). Dakle, £(Q)CR".

Definirejmo sads funkeiju 8531 £(Q)—R, 8p(x) = log,x  (3),

a zatim definirajmo kompoziciju funkeija *

h=g,0f :Q—R, h(x) = 85(2(x)) = 1og2f(:) (4) .

Prema (2) Je h(1)=1 (5 & h{(x+3y)= h(x) + h(y) (6) .

Matematikom indukcijom se lako pokazuje (pokekite to! )

da je h(zl+x2+...+xn) -h(xl)+h(xa)+...+h(xn) (7} »

Odatle izlazi: h(n)=n(l+1+...+1) D n(1)4n(1) 4., 4h(1) =

0 i i 7 ’
= 2.0 0120 (8), 1ah(1)= h(ned) =
=nGe e s DD s o vn@ enn) o wpad .
\—-—nv-—._l \—-——‘ﬁ'__.f

B@ =b@e+ oo e DDnhr v uv s b @) e man@ Pud o B o
R Nt T

+ (@ =2 (10).

Dakle je h(x)=x,vxe€Q (11) , odnosumo log,f(x) = x, tj.

f(x) - 2: .

Korlsteéi odnos aritmetidke i geometrijake sredine

%(xlq- Xoy+eent xn) Z(xlza...xn)lfa (%) (dokaiite ga ma -
tematidkom indukcijom), dobivamo:
xl-xz .22-13 xn-xl (*)

1.a a
Mg ) 2

3)

e

() ."1"‘2 a"e"‘; 'xn'xl 1/n

. 1 (0 1
((x]_+::2)...'(x]ud-:,‘)l”E & ,-];( (xy4x3) + 0uu b (x,4x%))
= D s odskle slijedi tvrdnje zadatks

2(::1+12+ cee X))
.:1—'.:2 axg-x3 ‘xn-xl .

2
i R n
11¢!2+x2+13+ Fa +xn1-21 32:::1+x2+ e +xnj' Ge2)
Podto u () vrijedi Jednekost akko je Xy =Xo=asomX , tada
Se u (##) wvrijediti Jednakost akko je
i
-pxi-T-x-E-—-—-xz_'_xs- ane -_*n+’1 & ’:1*'*2':2"':5""'::1":1' tds

Xo= X=X b 4

akko jo a 1 2,52 Pmieema B 1y X 4Tp = XXy m o
ses =X 4%y, Iz posljednje jednakosti iglazi:
11-15-15- sea g 1:2-!*-16- “se g xa-xn ]
Za awl 1 o paran broj u (wx) &e vrijediti jednskost akko
Jeo 31-x5~ cee =Xy o & XywX, = . =Xy @ U 8vim ostalim

sludsjevima akko je Xy=XymXgmaasmx o
Supatitucijom i a-3+2@. b-3—2{5 (%), odakle Jje :

8+bmb, 8buel (wx), izlazi:
@+b=6 21 (modS5), eb=1 ® 1 (moas5) i

81-I1+b1-6 5 1 (mod5) ¥

8y=a%+b2u (a+5)2- 200 % 122 2,1 (mod5) & -1 (mod5) ,

83-a3+b3-(a+b)(aa+b2)-s‘b(a+b)-(a+b)32-al:sll
11.32-1.31 (mod5) s By=8y (Mod5) = -1~1 (mod5) =
&-2 (l'lod5)l

34-l4+b4-<(n+b}85—ab32 B 55'32 (mod5) = =1 (mod 5) s

ss.a5+b5 2 5,-8; (WA5) = 1 (mod5),

Bsnlsd»bs = 85-84 (mod5) = 2 (mod5),
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- EE .

=1 (mod5) = 5; (mod5) ,
-1 (mod5) = 5, (mod5) ,

~J
Ll

B8 s&p+q &8, _1=8,_p (med5) = Sq (mod 5 ), gdje Je
n=6p+q, 0£9<6 (dokaZite to matematiXkom indukeijom 1),
)4

aVAN: b2 = v? 4 (af2/2)2 = 3(2v2402) (1)
PoBto je polumjer R opisane kugle jednsk polumjeru troku-
tu ACV oplesne kruZnice, imamo:

abb__av2 b2 (1) 2y?, a2
AACV: R-m—- TS ~ Sy (&),

4 )

o

aFVN: v=5tg2% (3), (2) & (3) » Re2(L2LD oy,
Poto je polumjer r upisene kugle jednak polumjeru tro -
kutu EFC upissne krufnice, imamo: r-atsd 5
Iz (4) 1 (5) sada slijedi:

2 4
B tgeds2 | tg A+l (6), ns osnovu Segs izlszi i

T 2tgad.tgd 2tz (1-tg%L)

(3
B2z 1@ —gEael 5501 206 mtg¥) >0 (sbos
= 2tg L (1-tgYL)

«€(0,)) @ te'% 220+ e 1-te%) @

2.2 2
® (V24 3)(g%)%- 202+ DtgH +120 @
X ¥ ¢
@ A>0 & D=B2-44020, Bto je uvijek istinito zbog

4=2/2+4350 1 Dua(V2+1)2-t(2/2+3)w0.

=l e

et e L P

EBR MAKEDONIJAGR

=
s B P i )
P T L S SO B L N I s

: SAYEZ DRUSTAVA MATEMATICARA SR MAKEDORITE !

LR R s e

REPUBLICKO NATJECANJE
Zeadaoi:
I razred:

1) Neks su A i A’ dva broja koji imaju iste znamenke. Ako je
4+ 4% =10, dokazati da je A ajeljiv se 10.
2) Den je trokut P1P2P§ i u njemu proizvoljna todks P, Tolke

u kojima pravci PPy PP 4 P;P sljeku stranice trokutae su
Tedoll Q;, Qp, QE' Dokazati da izmedju omjers PP I/IPQ:_J '

IPP1/1PQs1, lPsPl/lPQy‘ ima bar jedsn me veéi od 2 i bar

Jeden ne menji od 2.

3) Dokazati de ako su duljine simetrala dva unutarnjs kuba
trokuta jednake, tada je trokut jednakokralan .

4) Dokdzati da se prirodan bro] z ne moZe na dva raplidita
nadina prikezati u obliku z = x! +¥'y gdje su x i y prirod-
ni bvrojevi keji zadovoljavaju uvjet x<y (pri tome je x! =
L

I rezred:

1) Rijefiti jednadZbu 1.)2— X+fx=1=1,

2) Dokszati ds postoji esmo konadno mnogo uredjenih trojki
(x~¥,7~ 242 ~%) kompleksnih brojeva koji zadoveljavaju
Jednakostis x(x~ 1)+ 2¥z=y(y=1) + 2%z = z(z = 1) +2xy.

3) Dvije pirsmide imaju zajednicku bazu = kvedrat se strani-
com a, Piramide pu s8 iste strane kvadrata. Visine tih pi-
ramlde imaju noZifta u polovidtima suprotnih strenica
kvadrate 1 imaju jednaku duljinu b. Naéi volumen zajednif-
kog dijela tih dviju piramids .

4) Neéi najveéu i najmenju vrijednost funkeije f£(x) =% 2y -
=1, pri Zemu te vrijednost za sve realme brojeve x zado -

voljavaju uvjet: o 36 515::2. Cdgovor obrazloZiti ,
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III razred:

1) U svako polje tablice 103 x 103 upisani su realni brojevi
%ija apsolutne vrijednost nije veta od 1, U proizveljnom
kvedratu 2x 2 te tablice suma brojeva je nule. Dokazati
da sums gvih brojeva tablice nije veda od 103 |

2) Bags pirsmide je jednakostranilan trokut se stranicom a,
8 bolni bridovi imeju duljinu b. Komstruirens Je stera
tako ds dodiruje sve bridove piremide, Nadi njen polumjer.

3) Ako je oo.sx_ cos‘:ﬂ’) 3 coa(x: 2Y) _29!(1; 3D , dokana-

ti da je tads ‘—%—2."—;-9-.

4) Dokmzati da od proizvelins 4 reslna broje uvijek mofemo
odebratl dve broje x i y take da je 0.-5%;;&1 i

IV _resred:

1) Dokazati da za svaki prirodan broj n vrijedi;
"1_+ 1 * ase +"‘-l—>10
n+l n+2 n+ 1

2) U toku 3 mjeseca #ahist je igrso najmenje jednu partiju
dnevno, ali je pri tome igrao tofne dvansest partija ne-
djeljno, Dokszati da e mogu naéi uzestopni dani u koji-
ma Je Bahist odigreo tofno dvadeset i Jednu partiju.

3) Isto kso 3. zedatek u IIT razredu.

4) Isto kso 4, zadstak u IIT rezredu .

Ejoedonje
I razrad:

1) Iz uvjete A+ A% = 1010, A 1 A* imgju iste znamenke, prois-
lagi da su 4 i A® deseteroznamenkasti brojevi,

Koka je A= ‘10'9' L) At = nlhlé.. .ai .

Za sumu znsmenska jedinica mogués su dva sludajae :
alq-ul'_-lo 1 a1+aiu0.

U prvom sludaju imeme: 8y + ni- 10

Sy v -
Zbrajanjem prethodnih jednakosti izlezi:
(a1+aa+ seat8y0) (ai+aé+ vee +al'0) = 10+9.9,
2(&1 t8y+ .00 +8y,) =91, a ova jednakost je nemoguéa

(zasto 7).
Preostaje drugi sludaj 8y +8{ =20, a odavde odmsh slijedi

8y =0, ai- 0, Bto dokezuje tvrdnju zadatks .,

2) Neka Je T teZifite trokuta

P1P2P3 (ajecilte teZidnica
PiTys PoTpy PyTy), TR |f PoPs,
IR, I| B3Py, TRy | PP5, te By,
8y 1 83 sjecifta prevaca PyQq,
P2Q2 i P3Q3 8a praveims TR]_,
TR2 i TR3'

Ako je PS T, tada po svojstvu teZifita izlazi IPlPJ/iPQIJ-
-szPf/fPQaf-.'PaPl/fPQal'- 2.

Neka je P¥T, Tads prema Talesovom teoremy o pramenu pré-
vaca izlazi [I’lslj:fBlQll-lPlT;' : 1Tyl = 2:1, pa dobivamo

PyPI3IPQy1> [Py8y | ¢ |8,Q = 2:1, t. 1By PI/IPQy) 32,
Anelogno se pokazuje da je IP,PI/1PQal <2,

Neka za simetrale AD, BE kuteva o,/
trokute ABC vrijedi [AD!={(AE/[.
Pretpostavimo (suprotno tvrdnji za -
datka) da je ne primjer of >/, Tada
Je i d/2 > /2. cdsberimo tolku P
tako da je ADFE peralelogrem, Tada je
{DFE = /2, |DP|=[AE], [ADI=IEF|. Kako
Je po pretpostavei [BE/=/AD/, tada Je
IBE!=|EF|, pa je trokut BFE Jjednako -
kradan, tj. vrijedi o/2 +¥ = A2+ Y.
Zbog #/2)/¥2 odavde slijedi da je ¥cY, odnosno [BDI< | ¥DJ,
ti. IBDI< |AE] (#) .

B druge strans, polito sa trokute ABE i ABD vrijedi [AB|=

Celikovi¢ - dr. Zdravko Kurnik: Matematka natjecanja srednjoskolaca u SFRJ u 1988. godi
prof: Lukaceflon¢ http://public.carnet.hr/mat-natj




- B

= [AB| , [BE/=|AD|, o/ /2> /Y2, teda je |BDI>{AE| (w), Bto
Je n kontradikeiji sa ().

Analogno se pokazuje da ne moZe bitl ni d<p, pe je, dak-
le, d=ena,

4) Pretpostavimo da se prirodan broj z mofe prikazati na dva
razlidite nadina:
ZmEyl+Fyl =Xl + 751, :15'.71i XS0 X ‘12' 71"2 (#).

-7 -

$r-X=18& F-z=-1 = (x,7,2) = (0,=1,1)

3% F-2=m0 & (y-2)=(2=-X)=120 & (X=y)=(F~2)=1=0
B E=X==]l & xX=-y=1m (X,7,2)=(1,0,=1)3

4°) 5-%Xw08& (FJ-2)~(2-X)=120& (2-%)=(X=3)=1=0
Hy-2=1& xX-y==1 & (x,7,2) =(-1,1,0) .

Keko je traZfenih trojki ukupno 4, tvrdnje zadstka je do -

kazana ,

Heka je na primjer x, <%, (»%). OBito Je da Je tada

X5 4374 Jer u protivnom iz X € ¥ <Xy Sy, plijedi X0+

+ F1<x,1 + 751, Bto je u kontralikeiji sa (»). Is x, £
£7y 1 %47y, izlazd de :l:allyll i x1|7,1, pa

xpll x50 4 7,1 =7;!. 5 druge strane iz (#) jo Xyl + ¥l =y 1=
= X1, pa xp1fx 1, tie x5 £x;, Bto je u kontradikeiji sa

(*a)o
Analogno se pokazuje da ne moZe biti ni Xy >Xgs dime je
tvrdnja zadatks dokazana .

L razred:
1) iﬁ -Xxwl=yx~1 /2 s 2-x= 1-3{::_-3.4-5(:—1)-(:-1)/-:-—1 =)

3 x-l.(x+2) et(x-1) 2 » (x-1)(x+2)2=16(x-1)2 &

» (X=1)(x°-12%x+20) =0 $ (x=1)(x=2)(x-10)=0.
Trafena rjedenja su: X =1, x5=2, Xz = 10,

AXLE~ANIM & 8iba$:v w> ved o (BMl«}[ELI
AGHE ~ABCE i
* IGHI-%J‘BG!-% - IPGI=IHQI= § ,

a lava 2 2b 2‘b
V=Vyapong ™ 2+ Vpapg = 20 - 2'3"2!‘21'15!" = e B =2 .

B x*+36413x° & x*-13x2+3640 &
& (x+3)(x+2)(x-2)(x-3)20 & xe[-3,-2]U[2,3].
Punkeiju f piSemo u obliku £(x) = (x-1)%-2, 7(1,-2) .
Na intervalu [-3,~2] zadana funkcije opada, Aok na inter-
valu [2,3] reste. Kake je £(-3) =14, f(-2} =7, f(2)a-1 1
£(3) = 2, najvela vrijednost funkcije je 14, & najmanja-i.

IIT razred:

1) Oznadimo polje tablice sa 8549 1,3=1,24...,103, gdje Je i
broj retka, & j broj stupce. Podijelimo zatim ta polje u
klase ovako: Al-{su,aad,sﬂ,aﬁ 113321424000,103} 4 A=

2) Zadane jednadibe se mogu pisati u obliku
(x°=3%) - (x=7) - 22(x-3) =0
£ (e 2x(y-2)=0
(zz- xa) = (z=x)=-2y(2z~x) =0, odnosno
(z=7)((7=2)-(z-%x)-1) =0
(F=2)((2=x)-(x-3)~1)=0
(2=x)((x=F)=(y-2)=-1)=0.
Diskusije: ;
1°) X-7=0 & 220 # 2-x=0 3 (X,7,2) = (0,0,0) ;
2% x-ya=o & (2-%)=(x-F)-1 =0 & (x-3)=(y=2)=1=0 & " {‘5393431315'314t 1yJ=3st50003103 ), aee -&51 =

- {'101,101"101,102"101,103"’102.101"102.102"’102,103-
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— BB

#103,1017103,102) » “52'{“103.103}' Fodijelimo zetim
klase ﬁl,&-e'.oo |A51
sy T 1w na kvadrate ss po 4
. wd 4103 polda, tako da u
! " 2,903 evakoj klesi ostanu
nezastupljena 4 po-
138 Ap={agy 1, 0k-1
. ®2k-1,2k82k-1, 2K+ 1"
: & S2k,2ki1}r K= 142,..
g +ss451, Kako osim
i toga, prema Pretpoa-
tavel, u svakom po-

i { ;
l- : : = _"0403,403 1lju realni broj ima
] Ay As Agq A5 apsolutnu vrijednost
403, 4 nejvise 1, tada puma

avalka 3 polja
82k-1,2K* i1, 2ke1? 82k, 2k+1 B0Ze Po apsolutnoj vrijed-

nosti biti najviZe 1 (jer zajedno sa poljem 85k o) dade
¥
sumu nula), pa je suma svaka 4 polja iz At po apsolutnoy

vrijednosti najvide 2. U polju 3103'103 apsolutna vrijed-

noat broja je nejvife 1. Zbog toga suma brojeve u svim po-
1jima teblice nije veta od 51,23 1=103,

Uz oznake keo ns slici imemo:
4AND ~ASED w 8Y3/3: baRi(v-x)s
% X=v-Rbf3/a () ,

AFSN: x =y RO~ (873/6)% (w0 ’

DAN: v = \@- (a3/3)° €
Iz (%), (##) i (pwse) izlagis
Ve - e2/124 Vo2 - 82/3 - RBY3/8 /2
= 8(36%-a2)R? _ BabRyEpial 4 a%(4v%-62) . 0 »

28(2b%a
E ] Rl‘gn—i—zu——% i
2z -2
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3) -°—°§-’5 -‘-’-95-(:;2‘&1 = coBX3 coa(x+2¥)=a1c =

= (cosx+cos(x+27) Jicos(x+2¢)=(a+0)ic o

coBX + cog(x + 2 o CoB(x+2 o 208(x +f
o S08X+cos(x+2f) ._(__).. som(zaf)

a+C
cosx + cog(x+ 2 2cos(x+" ).com 8+0
COBLX + G COB(X +¢ i
B % = 2eon?  (#).

Anelogno Be pokazuje da je i b;d = 2eos?¥  (w),

pa iz (#) 1 (»#) slijedi tvrdnje zadatka .

4) Neks su a,byc,d Zetiri proizvoljne realns broja takva da
Je 8£b<o<d. Tada postoje 4 kutas £, m,pt s - W2 < oS
Spirsd<T2 <Mid |, takve da Je tgd=a, tga=b, tgfw=e,
tgd=d. Interval [of,W+d] A 1 § dijele na 4 dijela od
kojih bar jedan nije veéi od W/ 4, Neks je ne primjer
0€n = ST/h, Tada Je O<tg(n=-d) <1 =»
> 0< —tEAzERA <y = osb";‘l, Pa za b=x,8=yF slijedl

1+ tghtegd l+ba
tvrdnja zadatke, Analogno se pokazuje i u sluaju 0 Sf-n<
ST/ 1 O£ d-f'<TY4, U sludaju O<(Wedk) - < W4 Jo
O0<tg(Meol »d ) <1,y tJe 0Ltg(ot~d) £1, pa se problem svodl
na prvi sludsj.

IV _razred:
1 1 1 1 1
B o b ew ARTTRS L8 o &3 ren-a A RS T

1 1 p 1 1
" G D i g ¢ e+ G ) by

2{2n+ 1 2(2n +1 2(2n+ 1 1
. nter*BnPn+ b

2(2n+ 1 2(2n+ 1) O 2(2a + 1 1 5
e ses Wrromer s e )2-1 ' 2001

2n+1)“ = n'
2(2n+ 1! 2(2n+ L! 2{2n+ l! 1
> + + aest + =1,
(2n+1)° (2n+1) (2n+1)* 2n+1
2) Neks je Zanist prvi dan odigrao 8, pertija, u prva dva
dana &, partija, u prva 3 dana 8y partija, <.., nakon 77

dana (11 nedjelja) neks je ukupmo odigrac 8, pertija .
Kako je svaki dan odigrao bar jednu partiin, a nedielino
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S
todno 12, tada Je 8y <8, 4334. o do,?.? =11.12 =132, & ta=
kodjer i 8,+21<8,+21< 134»21 Lana -C.I??+21 = 132421 =153 ,

Polito je 154 broja, a ni jedan od njih nije vedi od 153,
tada po Dirdchletovom principu izmedju njih mora postoja-
t1 bar dve jednaks broja i to jedan u grupi 8118350005800

a drugl u grupi a1+21.a2+21,...,a77+21 (zaBto 7 ). Neks je
na primjer a =8 421, n>n, m,0€{1,2,...,77} . Tada jo
a,=8,=21, tj. od (n+l)-vog do m~ tog dena Hshist Je
odigrae todno 21 partiju, Bto se i tvrdile,.

3) vidi rjefenje 3. zadatka III razreda .

&) vidi rjedenje 4, zadetka III razreda. ,
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S8R BLOYENIJAG:

....-..-....c-o---.s---onooo'.4..-.-.-c---..o-oo--o-sto-ou-
&RA .
.

£ PRUBTYO MATRMARISARA, PIITERA T ASRONOHA 55

»
Srrasnenragaa LR N R P i e

REPUBLIEKO NATIECANIE
Zadeaoi;

i razred:

1) Sesteroznsmenkasti broj pofinje znamenkom 1, Ako tu zna—
menku premjestimo na posljednje mjesto, novi broj je tri
puta veéi od prvoga, Nadi taj broj .

2) PokaZi da je Ja—1+Jb-1+\/c-1<u‘c(ab+1)+1, kade su
e4b 1 ¢ realni brojevi koji nisu manji od 1.

3) Pet sportaSs sudjelovalo Je na stolnoteniskom turniru .
svaki je sa svakim igrao pe Jednu partiju, Prvi igrag je
X4 buta pobijedio i ¥, puta igzgubio, drugi x5 puta pobi-
Jedio i ¥, puta izgubio, ,.., peti x5 puta pobijedio 1
J5 puta izgubio, PokaZi am vrijedi:
112+222+x52+142”52,y12+322+y52+y¢2+y53'

4) U proizvoljnom trokutu ABC todka M je poloviite stranice
AB, a P proizvoljna tofks izmedju A i M, Paralela sa
spojnicom BC lkroz todku M sijede stranicu BC u todki D ,
Za omjer (r) izmedju powrdina trokuta FED i ABC wrijedis
8) 1/2<v<£1,zavisno o poloZaju todke P,

b) r=1/2, nesavisno o poloZaju tofke P,

¢) 1/2 ¢r <1, zavisno o poloZaju todks P,
4) 1/3 ¢r<2/3, zavisno o polofaju todke P,
e) r=1/3%, nezavisno o poloZaju todke P,
CbrazloZi odgovoer.

I razred:

1) Neka su a i.b uzastopni priredni brojevi i ¢ njihov pro -
Qukt, Ako Jo D=8+ b4 02, J5 Je:
a) u svakom sludaju iracionmlan broj,

b) u nekim sludajevima irscionalan, a u drugim racienalan
broj,
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2)

3)

%)

D e

¢) uvijek neparan broj,

4) uvijek prirodan broj, Sas neparsn, a Zas paran,

e) uvijek parsn broj.

ObrazloZits odgovor.

Rijeliti jednadibu:

logs .1ogax.-1og5x = 1055 «log,x + 1054::.1055:: + logsx.logsx *

Dan je krug se srediftem 8 1 polumjerom r. U unutradnjosti

kruga leZi tolka M.

a) Gdje sve lei todka M ako hofemo krugu upisati kvedret,
koji ims toZku M na jedno] od stranica .

b) Todka M je postavljena tsko de se da upiseti kvadrat ,
kojl ime tolku M na jednoj od stranica. Nacrtaj tej
kvadrat .

Trokutu ABC upisama kruZnica ime sredifte u tolki 6, a opi-

sana u todki T, Produfetek duine AS sijefe opisanu kru¥ni-

eu u toéki D, Kojl odgover je pravilan?

) ICD/=/BD[=|TD} , b) [AS!=ICSI=IBDI, ¢)ICDI=IC8l=IBDI,

&) [ODl=!SDi=/BDI » e) |TBl=iTCl=[SD] 7

Odgovor obrazloZiti.

III razred:

1)

2)

3)

4)

Pokafi: izmedju 4 prolzvoljna realns broje lako odaberemo
dve (ozna&imo ih na primjer sa x i y) da wrijedi:

ogdL=X <3,

l+xy
Dana je jednadiba xﬂfniﬂ,mi = 8, 0dredi pri kakvinm

realnim brojevima a jednadZba ima rjeSenje i rijefi je.
Stranicu BC pravilnog peterokuta produZimo do tofke F, to-
ko da jJe € izmedju B 1 F i da jelCFl=d. Spojnica AF sijede
gtrenicu €D u todki G. Izrazi 4uljinulCof pomoéu duljine
stranice peterokuta & i duljine 4.

Todkom T koja leii u unutradnjosti trokuta ABC, poloZimo
pravac p, tako de sijele stranice AC i AB i da ne prolazi
nl jednim vrhem trokuta. Neka su hashy 1 b, udaljenosti
todeka 4,B1C od pravca p, Doka?i ds vrijedi: byeBpgp =

= B eBypa+ b eS,pn (pri tome su Bpops8ame S pn Tedom pov-
Bine trokuta BCT,ATC,ABT) .
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razred:

1) Dane je kvadratna parabola y=x° i toske T(2,0). Neéi
krivulju ne kojoj leZe tjemema kvadratnih parabola ,
koje prolaze tofkom T i dodiruju danu parabolu.

2) U kakvom su omjeru stranice pravokutnog trokuta, ako si-
nusi unutarnjih kubevas Zine aritmetidki niz ?

3) NWeke je n proizveljan prirodan broj i ¥y 1%p90009%, Teal-
ni brojevi vedi od 1/2, DokaZi da vrijedi:

E+fx;+...+Vx_ng/x1+x2+...+xn+n-1 .

4) U drZfavi oblika kvsdresta sa strenicom 2km vladao Je
kralj, koji se nekog dana pet minuts prije dvanmest od -
ludio da bi u sedam naveder priredioc prijem za sve sta -
novnike svoje kreljevine. To¥no u podne je poslao kurira
da prenese vijest ljudima, Svatko, tko je obavijeften ,
odludic je da pomogme kuriru u obavjedtavanju sudr¥avlja-
ne, Nesretni kurir je bio naviknut ne iznenadne odluke
8vogd gospodara,zato je znso orgsnizirati premcfenje po=
ruke,tako da su svi stanovnici pravovremeno doZli na pri-
Jem. I jo8 Je znao i to da svi (pa i on sam) prelaze 3im
ba set, Da 1i bl i ti zneo orgenizirati obevjeitavanje
take da ljudi ne zakssne,

RjeBengje:

I rezred:

1) Neka je x peteroznamenkasti broj sastevljen redom od dru-
ge do Eeste znamenke tra¥enog broje. Tada je traZeni broj

Ix= ;1.05 +X, & E = 10x+ 1 novi broj, koji od prethodnog
nastaje premjeitanjem prve znamenke 1 na posljednje mies-

to. Preme uvjetu zadatke je tada 10x+ 1= 3.(105+x), oda-
Kle je x= 42857 , pa je trafeni broj 142857,

R, g LaEn, X,¥sz € RT

3 a-x2+1, b=y2+1, 0-224-1, X,¥:2 €RY, iz zedane
nejednakosti dobivamo:
x+7+2 VG D CERe DR +1) 41 /2 5

2) Supstitdcigom: a=1l= xa, b=l=y
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& e

= 1:2+72+sa+2xy+235+22x & xzyza2+::232+3252+2.2x2+xz+y2+2!2+2

w 02 (xye)? 4 (x3-1)2 + (32-1)2 4 (2x-1)2 4 22, Bto uvijek

3) Keko je svaki sportist odigreo 4 partije, mora biti
Xy 4Ty o X+ Tpmens -xs+75=4 (%) .
£ druge strane ukupan broj pobjeda mors biti jednak ulup-
nom broju porags, pa izlszi
Ky + Xyt aue +3:5-yl+32+ vee +75 (),
Bada imamo
212+122+ waon +252-312+722+ see *752 ad
2 2 2 2 2 2
P (x.l -7y )+(x2 =¥s )+...+(!5 =¥s Y0 &
- (xl-yl) (:19‘31) + (12-3'2)(12-*!2) *ene (35'35)(:5*75) =0
4(,"1"’1 +Xo=Fo# eant 15-35) =0 &
@ Ey X4 oaas +Xgm Ty +Tpt e+ Vs, Bto prema (W) uvi-
Jek vrijedi. ;
&) Zbog MD[[ PC je Paupo ® Eanpp (1sadu
istu bazu HD i jednake vieine ),
Nedalje Je Pyyno =3P, ,nq (base in
ge odnose kao 1:2, a visine su im
) Jednake). Zbog toga Je Pappp ™
L/f/ 5 \ * Papup * Fampd = Fampo * Bmep *
b Eo L B = 2Paumce
Dakle, r= PaPBD’Pd.\Bc' 1:2, pa Je
ispravan odgovor (b).
LI ragreds

1) Prema uvjetima zadatks je be=e+1, c=a(a+1), pa Je

D= a2+b2+oa-a2+(l+1)2+ua(a+1)2.

= (a(a+1))%+20(a+1) +1= (a8 +1)+1)2, a odatle je
\h_)-l(a+1) +1. Kako je produkt a(a+1) dve uzastopna

2)

3

4)

- 45 -

prirodna broja a,a+l uvijek paran broj, tada je+/Dm=
= a(8+1) +1 uvijek neparan broj, pa je impravns tvednja
(c) .

Podijelimo 1i zadanu jednadibu sa 10351.10541.10351, do-
bivamo 1=

1 1 1
1055: * 1083: + 1084;5 y odnosno
1= log 5+ log, 3+ log %, tje 1= logx60. Takle je X, =60,

Drugo rjefenje X, =1 dobivamo neposrednmo iz Polazne jed-
mdibo -

8) P 3 simslisr =
Y8 > 2‘2”_2_5[143151- (*).
v, %\
qu '
% 2 rnl'n
b) Gy _ G3 Neka je dan krug k(8,r) i
DM( o G u njegovoj nutrini todka
B, 4@/ ;| 16, M koja zadovoljava (w), U
/ krug k upifimo proizveljan
s kvadrat Q. Zatim nascrtamo
K Wk kruZnicu klcsl,!sn!) i na-
! ! B djemo todke presjekn K=
AN - K % M k) NQ . Potom zarotiremo
Ag 7’;‘-/ 18, kvadrat § oko sredista S8
A Q, za kut JKSM. Dobivend
kvadrat ée ssdriavetl ted-
ku M i predstavljet de rjeSienje szadatka,
Za Ezgs’.[ M8 < r postoje dve rjefenjs, za |MS|= %E i1i
IM5| » ¢ jedno rjeSenje, dok za |MS| < Egg prema ()
zadatak ne bl imao rjeSenia .
KoriStenjem &injenice da su ku-

tevi nad ietim loruZnim lukom
Jednaki, izlazi:
JDOB = YDAB = /2 (D
JDBC = IDAC = #£/2 ( (D
FADC = YABC = ( é}:
¥BDA=gBCA = 4 (A
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Iz jednakokrafnosti trokute CSD (JCSD = 180°- (fb+-¢§i) =
= (eoup) = (mr 3Ly o L L Jm08) slijeas da e 10DI =

=|SD|, & iz jedmakokralnosti trokuta CED (JDCB .qjcBn.‘;)
izlazi da je ICDl =|BDI, pa vrijedi odgovor (d).

III _razred:
1) vidd SR Makedoniju- ITI razred- 4, zadatak .
2) supstitucijom t=x+g, tie x=t-5 (%), iz zadane jed -
nadzbe dobivamo:
t«-%.n-"fta.%i-F- a t-—%'bl\‘(ﬁ*‘%)a =8 5
"’-11;4-1‘!:‘:-'*%'*8 = t+ﬁ+%-a =) (\Fﬂ-%)a-l 5
+ (fe+3-yDWE3+Vm 0/ : (4 30v@) >0
S VB E-5320 24 E23 & a3} (w0
ta ("{;_221)2 (“-})x+%-l-u’=+% =
% Xmwa=\a ()
Dakle, pri c;% zadans jednadZiba ima rjefenje xma=\Va .
%) Uz oznake kao ne slici imames

ACFG~ADAG % Xid= (B-X)10 =>

» xafly (),
Iz jednskokradnosti trokuta
ADE slijedi da je JDAE =ADE =
= 36° (jor je YAED = 108%).
Neka je |DHl= a, Tada je tro-
kut EHD jednakokralan, pa je
4DER = ¥EHD = 72° (jer je YEDH =
= 36°), Zbog toga je YAEH =
= 108°%- 72° = 36°, ps iz jedna-
kokra¥nosti trokuta EAD (JHEA = JEAH = 36%) slijedi de je
|EH|=[AH|= ¢=a, Nadalje imamos AADE ~4FAH =) ot =
= a:(e-a) => ea-ae—aanc = e=al(l+y5)/2 >0 () .
Iz (#) i (+x) pada dobivemo i 2ad 2
{(1+yS)a+2a
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Uz oznake kao na slici imamo:
............ SaBT = SAMT + SM:EIT = mha/2 +
[ + bhy /2 - 1‘11(1:1s + hb)/a (1)
Soar = Sonp + Syap =
: I = n(h,+bk)/2 (2),

T Sper = ®asc = Sipr ~Sgap (3D

1 Sapg=Suuc*Sype (4,
haSpom = BySoup * hcsmwg)ha(sasc = Spmp - Sgamp) = ByScap +
* BoBapp ® BaSypo = (Bg +1y)Spun + (g + b )8, 00 @
afDn8, 50 = nlny + ), B /24 mh, + )b, +b)/2 &
@ B8yp0 = (me0)(h, + 1) (b + 1) /2 & TR T
= (h.+ b.b)((m+ n)h!/E +(m+ n)h°/2) &b ha(SAHG +SMBG) -
= (By +hyp) (S + Spyg) @ Ba(Syp0+Sype) = (b + by )8y &
<= BySypg = ByS g Bye IMBI.v /2 by . (M 1.y /2 e
@>byo [MBl = by [AMI @ hy:iAM(=Dh 1(MBI, ¥to uvijek vri-
Jedi zbog slidnosti trokuts AMA, 1 BMB; .«

IV E&gl‘ﬂl

1) Neka je y= ax? 4 bx + @ proizvoljna parasbola kojs zadove -
ljava uvjete zadatka. Kako ons prolazi todkom T(2,0), ta-
da vrijedi 4a + 2b + e=0, tjs c/a==-2b/a-4 (1), Kako se
parabols y= oxg +bx+c i zadana parabols y = x2 dodiruju,
mora biti ax2+ bu':+c-12, tj. (8= 1)x2+ bx+ec=0 1 mora
diskriminanta D= B%- 4AC posljednje jednadibe biti muls :
bz- 4(a=1)o=0, tJ. b2 m 4c(a=1) (2). PoBto za tjeme
parabole :r-ax2+bu:+o vrijedi: X =~ % (3), ¥Y=- % =

‘nz- Gac

- ﬁ

5. o
(4), teds izlazis Y(ff..!?_n-a_‘ts.g 2

2) do(a=l)-4a 1 3
(D _te(a= 1) -ses § O 2.2 4 .ii 2 -4 @

(2) 41--4,-173. Y=4X =4 je trafeno geometrijsko mjesto
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tjemena parabola koje dodiruju parabolu ¥y -x2 i prolaze
todkom T(2,0) .

2) Primjencm sinusovog teorema lako pokazujemo (pokadite
tol) da stranice bile kog trokuta dine aritmeti¥ii niz
kads unutarnji kutevi tog trokuta &ine aritmetidid niz,
Neka su a<b <c¢ stranice i oe Aege90° xutevi pravo —
kutnog trokuts, Prems prethodnom iz 2sin e pind+ eingy
slijedi 2b=a+c, tj, 8 =2bwo (%,

Prema Pitagorinom teorsmu Je a4+ b -02, Pa na osnovu

(%) slijedi: (2b-0)2+02uc? & 5b2- 410 w0 /1bA0 =
» b=ga (we).

Iz (%) 1 (%) dobivamo a-;o, re imamo aibie =

- gc 3 ;'u i 6y tJs 81bioa 3145,

%) Dokaz provodime matematifkom indukeijom:

8) Za nwl tvrdnja vrijedi jer je ,/x_l-,/xlu-l.
Za n=2 tvrdnja Ea. fx_2>1fx1+x2+1 (%) takodjer
vrijedi jer je ﬁa- (:E} 1+ %+l @ X ex,s
+ 2Yx1x2 Py +Xa+1l & \/"1"2 >1/2 & XXy > 1/4
&to zbog x>1/2 14 X5 >1/2 uvijek vrijedd .

b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za ne k, tj. da je
Vaqq/:ga» e +ka ;]fxlffxea- sret X+ k=1,

¢) Dokazati da tvrdnja vrijedi 1 za n=k+1, tl. da je
VE_I"WQ; """‘IFINI ; x1+x2+ o .+xk+i +k,
Dokaz:

4 (b)

A x2+)...+ﬁ+‘/zk+1 Y {x1+xa+ seetx + k-1,

(
+1|Hx 5
k+l 2 (x1+x2+...+xk+i:-1)+xk+1+1-

= Vxl+xa+...+xk+xk+l+k "

4) Podijelimo kraljevstve (kvadrat sa strenicom 2km) na 4

kvadrate sa strenicom 1 km « U jednom od kvadrats Je kurir

Ky & u preostsla 3 kvadrata uodimo po jednog stanovniks

- 49 -

i s AyB 1 C. Medjusobna udeljenost K,A,
[k, K, c, i€ BiC Je nagvide 242, pa, posto Je
ST e Gt brzina kretanja 3 km/h , tada ze ta
Kl K Ca! 63‘1! udaljenost moZe prijeéi za najvise
Ay ' Ag Bag 85! 2/2/3 sats.

Kurir K de prvo doéi do A, zaduZiti
AiAr|BiB4| A da obavijesti B i vrati se nazad,
Ll | a istovremenoc ssm odmsh krenuti od
B prema C 1 vratitl se ne polazno
njesto (K). Pri tome ée A doéi do B i nazad i istovremeno
X do¢l od B do C i vratiti se na polaznmo mjesto za najvi-
-1 2.2{5/3 sata, tj. od semog podetks fe najvide protedi
3,2V2/3 = 2V2 £ 3 sata.
Sada u svakom od 4 kvadrats stranice 1km ulogu kurira
preuzime K,A,B, odnosno C, Razdijelimo 1i svaki od tih
kvadrate ne 4 manja kvadrates stranice 1/2km , problem se
svodi na prethodni sludaj, stim 3to ée u svakom od kvad-
rata K,A,B,C biti obavijeStena 3 nova stanovniks za upola
kraée vrijeme (manje od 3/2 sata), Jer je stranica kvad -
rata upola manja,.
Ovaj postupak nastavimo dalje (ukupno n puta) sve dok ne
budu obavijeSteni svi stenovaici. To ¢e biti udinjeno za

n
nanje 0d 3+ 3/24+3/2243/25 4 ...+ 37251 5.%%%1.- %

a 6.{1-1/2") ¢6 sati.

Posto je svakom stanovniku potrebno najviZe 2{2_/3 <1

sat da od kude stigne ne prijem, tada e od samog polet=
ke (kede je krenuo kurir K) do momenta kada svi stignu na
prijem proéi manje od 6+ 1=7 seti, pe fe kurir obaviti

svo] zadatak.,
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RUSTVO MATEMATICARA SR SRBIJE

ssssesn sesasanamna

REPUBLICKD RATJECANIE

Iz kvadrata diwenzijas 7x 7 isjeden je je—
dan kvadratié, kao na slici. Dokszeti da
se dobivena figure ne moZe podijeliti na
osam sukladnih dijelova, tako da je avaki
od tih dijelova unije Sest kvadratiéa
ix1.

2) Ako su a,byc duljine stranica trokute, dokszati da je :

8 & b § [ >3,
b+¢~8 c+8=-b a+b=c”

3) Neka su L i M redom tofke u kojime simetrale unuternjeg i
vanjskoe kute sa vrhom C trokuta sijeku pravac AB, Ako
Je ICLIslcM!, dokazati da Je IACI+BOI= 422, gdje je r dulji-
na polumjers kruZnice opisane oko trokuta ABC .

4) U revnini je den konveksan Zetverokut ABCD. Nad stranice-
ma AB i CD sa unuternje strene i nad strenicema BC i AD
sa vanjske strane (u odnosu na €etverokut ABCD) konstrui-
rani su redom jednakostranidni trokutl ABQ, CDN, BCM i
ADP. Dokazati da je &etverokut MQPN paralelogram,

5) Odredi sve reslnes brojeve x za koje wrijedi:

x+ [x] + (x)

{x}-T—, gdje Je [x] najveli cijeli broj ne veéi

od Xy {x}= x - [x], (x)-]'_xi-i].

II razred:

1) Dan je kvadratoi trinom f£(x) = ax® + bx + ¢, takav da za
=1£x<]1 vrijedi [f(x)] <1.
a) Dokazatl da je (a) £2,
b) Odrediti bar jedan trinom f£(x) = s.xa +bx + e, takav da

2)

)

4
5)

=B

vrijedi (al=2 i |f(x)I <1 z8 -15x51,
Ako su o y3/d.¢" kubevi trokuta, dokazati da je:

Veind Veinn

+
‘me/sinf-\/sind Vsind + /sinf-y/sinn
+ ysin} 2%,
/sinot + Jsinfb- /sinr
Krufnica k) dodiruje kruifnicu k iznutra u tolki C. Neka
Je M proizvoljna tolks kruZnice ky s razlilita od C. Tap~
genta krufnice k; u tolki M sijefe krufnicu k u todkama
4 i B, Dokazati da je JACM =JMCB.
Isto kao 5. zadatak u I razredun.
Neka je ABCD pravokutni tetraedar, kod koga su avi bodni
kutevi kod vrha C pravi i neka je M todka koja pripada
strani ABC i jednsko je udaljema od bridove AB,BC i 0D, e
N tofka koja pripada strani BCD i Jednako je udaljena od
bridova AB,BC i CD. Ako je!AGi= 8,[BCls b, izraiumajte du-
1jinu auZine MN.

+

II11 ragred- A kategorija i IV razred:

1)

2)

2)

4)

5)

U ravnini je damo n 35 kruZnica, Svake 3 od njih imaju
zajedniku todku. Dokazsti da tih n kruinica imaju za-
Jednilku tolfku .

Unutar kvadrate stranice 1 nalazi se jednostavna poligo-
nalps linija duljinme 1000. Dokazati da postoji pravac
koJi eijefe ovu liniju bar u 500 todaka .

Neka je (Pn) Fibonadijev niz: Fy=Fy=1, Fpo™ Her® Fn

z8 n3l. Oznadimo za £, posljednju znamenku u dekadskom

) rl + 12 *aant+ £
zapisu broja Fn. Da 1i postoji 1lim —e o 0 <
000 n

Dokezati de za pozitivne brojeve 8q9853000 48, Vrijedi :

nin 8, goboy (215200 25 B4 L, gadn vrijeai jedna-
1<jsn 9 B R+l

koat ?

Dani su prirodni brojevi m,n i k. Kolike ima k- kombina-
elija X elemenata skups {1,2,...,n}, tekvih da za razli -
gite elemente x 1 y skupe X vrijedi |x-y|>m?
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I1T razred- B kabtegorija:

1) Isto kao 1. zadatak u III razredu- A kategorije i IV raz-
redu ,

2) Isto kao 2, zadatak u IIT razredu- A ketegorije i IV raz~
redu ,

3) Ako je n prirodan bro? i x nije cjelobrojan produkt broja
s onda Je:

1 * 1 + sest 1 -
COSX + CO83X CO08X + cos5x cosx + coa{2n+l)x
= Ye(n+ 1)x - tgx

2 ginx !

4) Dane je funkcije f:R— R, takve da za sveko x € R vrijedi:
£(x +1) -—L)-—i;(x) =2, Dokazati da Je f periodidma funkeija .
x)=-3
5) We koliko se nsfina moZe tablics mxn popuniti brojevima
1i-1, tako da produkt brojeva u svakom retku i u svakom
stupeu bude -1 ?

Rjedenja:
I razred:

1) Obojimo poljs figure keo poljs #ahoveke plode. Tada je 25
polje obojeno jednom (na primjer crnom), & 2% polja dru -
gom (na primjer bijelcm) bojom,

Pretpostavimo (suprotno tvrdnji zedatka) da se zadana fi-
gurs mofe rastaviti na 8 sukladnih dijelova, takvih da
sveki sadriava 6 kvadratiés dimenzija 1x1 (6 polja). Da
bi 2 dijela uopée bila sukladna, nuZno je (ali ne i do -
voljno) da se ti dijelovi podudsraju u broju crnih, od -
nosno broju bijelih polja, 11i pak da su im ti brojevi
zamijenjeni. Neka je x broj dijelova figure, koji imaju y
crnih polje. Tada 8- x dijelova imaju po 6- 3y crnih po-
lje. Zato slijedi

X7+ (8=x)(6~3) =25 , tj. 2xy+48-6x-8y=25 ,

#to je nemogufs,jer je lijeva strena perna, a despa ne-
parna ,

= Die

2) Kako su a,b,c stranice trokuta, teds je b+c-a>0, a+8a~
=-b»0, a+b=2c >0, Supstitucijom:
x=b+c-8, ymc+2-b, zmB+b-c (») , odakle je:

"Lzu s b-""g"‘z"'x. 0-—2-”+ (#x) , dobivamo:

8 b -] +% Z+X X+
FTeostTTecEtavhes ~ Bty o -
= %(§+§)+é(§+;)+%(;+§)z1f?-§-x +'|/§-§+ 2.2 (zbog cave-
Ba aritmetifke i geometrijske sredines %(p+ q)x\/pa) =

= 1+1+1=3, 3to se i tvrdilo,
Jednakost vrijedi ze x=y=2z, tj. za a=b=g.

3) Heka su ispunjeni uvjeti zadat-
ke, Tada, uz ozneke kso nu gl1i-
B _ED ei, izlazi:
A ”!?_’;' E‘,J.B‘u (dokeZite tol) & ATMC
s Je pravekutan jednakckra: an
trokut (Jer je po pretpoutavei
CLI=IOM1 ) > <IMLC = 45° = o + &=

= 45% ( 4MIC = 45° je vanisld
kut trokute ALCA) i f!.+£- 135°

" 1S+ (ALEC) & A-of=90° (8.
Neka Jje ICDI=/BCI= a, Tads je JOAD = YBAC =« (obodni kubevi
nad jednakim krufnim Jukovime iste kruZnice), ps, zbog
FADC = 180°% - i (ABOD je tetivmi Setverokut), iz AACD sli =
Jedls =JACD =A-d (2 90° (%) .
Iz (%) * [ADl= 2r (promjer krufnice) = 1A0!’+IBCI’-|‘AOI"+

2
+1CDIT  (zbog |BCI=ICDI ) -hmlz (po Pitagorinom teoremu) =

2
» (2002 47° & 1ACIHBCI = 822 (¥ .

4) Rotacijom r(B,60°) trokut BMQ
ge preslikave u trokut BCA
(obrazlofite to! ), pa je
ABMQ 2 ABCA, zhog dega Je

Rotacijom r(D,60%) trokut DPN
se preeliks u trokut DAC, pa

prof. LukaCelikovi¢ - dr. Zdravko Kurnik: Matematka natjecanja srednjoskolaca u SFRJ u 1988. godi

http://public.carnet.hr/mat-natj




- 54 -

je TNPN Z DAC, zbog dega je IPNI=IAC| (»x) .

Iz () i (*#) = 1GMI=IPNI,

Analogno se pokazuje da je i IPQI=[NMi, pa je MOPN paralelo-

BIram

(=, 1/2
5 2w G505 (x)-J[ﬂ za {x} € [0,1/2),
|x] +1, za {x}e [1/2,1) ,

-2l GO o 0fx) e txd e fxd 4 )4 () <o
@ Yx}-2[x]-(x)=0 (»).
1% {x}€[0,1/2) (xx) =» (@)= [x] &) 9fx}-2fx]-[x] =0

» 3ix}=[x] 8 [x]=3{x} e [0,3/2) »
= [x];=0€[0,3/2) & [x];~1€[0,3/2) »

2 {x}y=3[x];=0€[0,1/2) & (x},=}[x],=3 ¢ [0, 1/2)»

= Xy = [x]1+{t}1-0+0 O&xa-[x]2+{x]2-1+3 3.
2% {x}e[1/2,1) Goxx) » ()= (x]+1 &

(9 9@x}=2f]l- [x]-120 =» 9{x}-3[x]-1=0 57

O3 m1-sixt-Fe(3-33-H-18:D »

= [x]1=2€(7/6,8/3) » {x}= J[x]+§ = 5+5

= 36[1/2,1) s x=[x]+{x}=2 + 3 - -? 5

Rjefenja zedatks su, dakle: x, =0, xz-; s ::3--295 .

AL razred:
1) 8) £(x)max"+bx+c, XER (x) ,
fe(xd <1, xe[~1,1] (%) ,
fru)-ubm 5 Jlai-h-ro!.{-l
() 3 < f(=-1)=n=~ b+cL Blla-brelSl (xx6) -
ir(o)- o | lal£1
|.f-|2( (a+b+¢)+(a—b+c)—2cl(*_t-t*)
(“;*)%(1"'1"2.1)-2.‘&1. lllf:a. £to se 1 tvrdile .
B) £(X) = 2x°-1,

2) Neke su a,b,c stranice, 8 of, M) odgoverajuéi kutevi tro-
kuta 1 neks Je R polumjer tom trokutu opissne kruZnice .

3)

4)
5)

wiBE
Tada izlszis

a<b+o = (\:'5)24 (ﬁ)aa(ﬁﬂﬁ)‘? w Jaeybeve w
% Jb+Jo-va >0 » V2Reinps+ V2Reinf - V2Raind >0 (po
sinusovom teoremu) = x=ysinp+ Veinf = ¥sind 50 (1),
Analogno izlazi y= {sin{ + Jsind - Vsinm 20 (2) 1

2= Veind + Vainn- Ysinf” >0 (3).
Iz (1), (2) 1 (3) izlazi

Jsind.la-! inﬂ--’éi—!, yein --3-51 {4) , pa imamo:

vsind sinn
isinp+ Veing - v‘aind Veing+ Vaind - l/shm
Veing (4 g+2z .2 +,x+ zx =

Vsinoh- Vsinp= Veinf
- 2(§ +8+ 2(% + 5) + 2(; +3)< L}?-%q!%-; +|/2-% (odnos arit-
metitke 1 geometrijske aredine) =1+1+1=3, Eime je tvrd-
nja zadatka dokezana.

Jednakost vrijedi akko Je x=y=gz, tj. sind=sinf=giny,
0dnosno o = A=y (jednakostranian trokut).

Neka vrijede uvjeti zadatlm i
neka su 5,8, sredifta kruZnioe
k,l:l, 8 D drugs tolka presjeks
pravea CM sa kruZnicom k.

Iz jednakostraninosti trokuta
DCS i MCS,; i kolinearmosti to-
éaka D,M,C i €,81,8 izlazi:
¥5DC «JDCS = Jmes, = J84MC, 3.
¥SDC = 4B4MC, pa Je DSI[ MSy, tJ.
DS LAB (jer je HSl-’L_‘kB).

Kako je DS polumjer kruinice k, tada je DA = BD (obrazlo -
Zite to !l ), pa je JACD «{DCB (obodni kutevi nad jednakim
kruZndm lukovima iste kruZnice k), tj. JACM =JMCB .

Vidi rjesenje 5. zsdatka I razreds .

Prema uvjetima zadatks mora biti tofks M sjeciite sime -
trale kuba 4ABC i brida AC, & tofka N sjeciite simetrels
kute ¥BOD i okomice povufene iz B okomito na BC (obrazlo-
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k5 nemaju zajednidku todka (provjerite to ! ). dime dola -
zimo do kontradikcije (mapravite skicu),
8tim je tvrdnja zedatks dokazana,

Zite te tvrdnje! ).
liadalje imema:
2aBC: 1AB! =VaZ4+b? (Pitegerin
teorem),
[AM!: |MC| = |AB| § IBC| =

= l.a + ba : b (simetrala

unutarnjeg kuta trekuta
dijeli nasuprotnu stre -
nice u omjeru susjednih
dviju) = (8= 1MOI)1IMC]=

= Va2 a2 1 b

% IMC[= ab/(b + Va2 + b3) ,
aMc: (MBI 2 aimC |2 + 18C12 m (ab/(b + Va2 + 12))2 4 b2 .

2 2 a 2 2
ONMB: [MN!= IMBI“ 4 [BN/ = (—5——29_ +2p° ,
!/'b va©+b

+

III razred- A kategorija i IV razreds

1) Ako medju zadanim kru¥nicama postoje dvije krufnice koje
se dodiruju, tadas svaks od preostalih n-2 kru¥nica prola~
zi tom dodirnom to¥kem (zaste ? Y
Takodjer, ake med ju zadanim krufnicams postoje 3 koje ima-
Ju 2 zajednifke tofke, tada je jedna od tih todaka z8jed -
nidka i ze precstalih n-3 krufnica (zadte ? ),

2) Nekm je ABCD zadani jedinisni kvadrat i d5484,by {(i= 1,2,
++a30) redom duljine stranica i duljine ortogonalnih preo-
Jekeija tih stranica gadane proligonalne linije na
stranice AB i AD kvadrata ABCD, Kako je d; %8 4, (i=1,
24+4440) (nejednakost trokute), tada je

n n n n n
285+ 2 by e 2. (ag+by) > i.d,=1000, pa je 3.8, 2500
i=1 iwl i=1 i=l i=l

n n
ili 37b, 2500, Neka je na primjer 5. a 2 500, Kake je
{a1 £ £ 1

[ABl= 1, tada postoji zajedniZks todka T*éE AR ortogonal -
nib projekcija od najmanje 500 stranies poligonslne linije
na stranicu AB kvadrata ABCD (ze3to? ), Bto zpa¥i da je T*
projekcijs od majmenje 500 todaka T te poligonalne linije.
Normala na AB todkom T° sijede poligonslnu liniju u najma—
nje 500 tolaks .,

5) (Fn)i 1,1,2,3,5,8,15.21,34.55,89,1“4....
(fn)$ 1.1|2g3s5189 3y 1, 4, 5, 9y Hyaen
Lako se provjerave da je f60+k"fk' EEN, tj. da je 60 pe-
riod nizs (rn)neN’

Noka jJo n-60qn+ T, BEN, qn’rnE'No' Dérnt_ 60, Tada je

r n-r
Heka ge ssda nikoje 2 kruZnice ne dodiruju i neks ne pos- 1im -HE-O (zbog r, £60) i lim EnE- lim —m-’! =
toje 3 kruZnice koje imaju 2 zejednillke tofke. Neka ge na- b L 60
dalje 3 k:minice,kl,kz i ky, sijeku u todki A i neks su g T 18 1 E
1im woe(l = =) Pa Je lim & 2. f. wlinz (g o &u £, +
m”éo 'xF '&' = ﬁi-l 1= n 4y 4u1 1

B,C,D druge presjedne toZke kruinica ki ks, tl 1. k3, k,
i k'3. Tada svaks od preostalih n-3 krudnica prolazi tof -
kom A. Pretpostavimo (suprotmno tvrdnji) da postoji krus -
nica k, koja ne prolazi to¥kom A, Tads ona mora prolaziti
tolkema B,C 1 D (zadto ? ). UoZimo sads novy krufnicu k. ,
koja od tofeka A,B,C i D sedrii najviie dvije (jer je

T q r
ol Y n % 1.8 1 &2
+ 208) = 1im — fo+limsi2¢f. = I3t 40 m
SR R TR Bi5d T B0
= p+280 = -1!:1‘-.
4) Promotrimo funkeiju £:(0,c0) —R, f(x)-(.._ﬂ_.-)m'l x+1

krufnica odredjena sa 3 telke, pa bi me u protivnom podu- n+l
darels sa jednom od kruinica kl,kz.ky,k,‘). Fo tede izmedju - X 4 n_l_ + Eako je f.(x),_ﬂ'ﬂn_léowoﬁzi n+l 4
kruZnica ky,k,,k; i k, postoje ber dvije,koje sa krusnicom &/ (ns2) ™ 4 Y-S
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teda funkcija f ims minimum £(2X21)e0 za xeBtd (jop
2 ¥a o lig 0 38

f,,(n+ 1)>0).
nly
1+8x+c.0t8, D41

a
Heka je a= 1232!13‘_]. Tada je ﬁ + (mm_._ﬂj >

;3:}.-;»' (™« (B ™ lat o g +-‘-,-1—1;) va=f(a)+aza=

%n .
. _3__ l1+32+...+!nl+
12%2;5' 3 12;.2;36 %,, (-—-!ﬁ..!_..._..} "

Jednakost vrijedi keda je 8 =8y= ... L

5) Neka je S,= 11,2,...,0} 1 U skup svih k-kombinacijs X =
= (X aXp500 0%y ), X]<Xp Lene Xy Xy €8, (im1,2,000,k) ,
za koje vrijedi: xiixd * lxi-xahm (i,3e{1,2,...,k}).
Neka je nedalje V skup evih k-kombinacija Y = (71"“'31:)’
¥y % - (1—1)!1&5“_(1:_1)“- 11,2,.00y0-(k-1)m} (isl,... k).
Definirajmo esda funkelju f:U—V, f£(X) =Y. 08ito Je da je
T bijekeljs (dokaZite to! ), pa skupovi U i V imaju ilsti
broj elemensta. Kako skup V ims (n-(kil)m)

elemenats, tada ih toliko ims i U, ¥te zapravo predetavl ja
i rjedenje zadathka ,

III rezred- B kategorija:

1) vidi rjeSenje 1., zadatka ITT razreds- A kategorije i IV
razreda ,

2) vidi rjefenje 2. zadatks III vazreda- A kategorije i IV
razreds .

3) ﬁ 1 . B 1
£ €csx ¥ coB{2Es1)x kel 2COB(E+I)X,cOBKX "
n

sinx
o1 28inx.cos(k+1)x.coakx

n
o 1 sin(k+l)x.cosx= con(k+l)x, i
El Zeinx’ cos(k+1)x.com

)

5)

= 5w

n n
- mte 3 GRREE- RIS mtm I (t8(e)x - tgk0)-
~ ot tE(arl)x-tex )

e D) =HEI2 (1) £x+2) = 200 + 1) - HELR =3

(1) a.fxt_- (2) 3 f(x+8)=£((x+2)+2) @

(2) E.fx;’:-+ 22_- 2 (2) £(x), t3. £(x+4) = £(x) ¥XER (3),

gto znadi da je f periodiéna funkeija sa periodom 4.
Ozneimo se 8, €{-1,1}, i€{1,2,...,m}, i€{1,2,...,n}, broj
koji se nelszi u i-tom retku i J-tom atupcu tablice, Tada

imamo: n

;jg]_ ai;j--l (i=14...4m) & iﬁl ai;j-_l (J=1424000,m)

n-1
ey ain'"';j';llaij (I=lyeieym) (1) &

m=1
& 'm;j" irllsij (3=1,...,n) (2) =

n= -1 m=1 n=1 mel

n

& Byym- j?:!l..uj == Th-Thes ) = O ey

ml_-Il “ﬁl nl_-Tl = mﬁl n-1
o= Mgy == (e = LT e, »
 («1)?=(-1)" = m i n su £1i oba perba ili oba neparna

broja, a teblica mxh se meie napiseti na 2(P-1)(n-1) ;o
dina (osim elemensta posljednjeg retks i posljednjeg
stupca, krje uzimemo prema relacijeme (1} i (2), sve o8 -
tale elemente uzimemo proizvoljno) .
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X MATEMATICKI TURNIR

I rezred:
Prve grupa zadataska:

1) Odrediti skupove 4,B i C sko eu ispunjeni slijedeéi uvje-

ti: (1) AVB={2,3,4,5,6,7,8}, (2) BUC~{1,2,4,6,8},
(3) A-UC"'(112|39495$?QS}9 () AnB-fa},
(5) BNC={2,4,8} , (8) anc={2}.

2) Neka su x i y prirodni brojevi. U slijedeéim primjerima

3)

4)

5)

treba zemijeniti upitnike (?) znskovima >,< ili =, tako

da ge dobiju tolne refenice:

a) Ako je x >8, onda je x+ 37?10,

b) Ako je S0x = 60y, ondae je x?y,

¢) Ako je Sx >10 i y >x, onda je ¥?3,

d} Ako je x>y, onda je F+27x%+5,

e) Ako je x>y, onda je 60-x775-7,

f) Ako je y<£5, onda je 3y717.

Na koliko se nadina u odjeljenju od 32 udenika mogu iza =

bretis

a) predsjednik, tajnik i blagajnik razredne zajednice,

b} tri delegata za Ekolsku zajednicu?

Koje od slijededih refenica su toZne, a koje netodme ?

(1) Produkt dva razli%its irecionslna broja uvijek je
iracionelan broj.

(2) Suma dva razlidita irsocionslna broja uvijek je iraci-
onalan broj.

(3) Suma racionalnog i iracionalnog broja uvijek je ira -
cionalan broj.

Koje su od slijede¢ih redenica (formula) todne ?

a, ak 20
(1) 181 ={-a: oke 5o azo, (2 181« {_:: o 3 a2,

8, ako as£0 k 0
(3 musd 8 S50 JE2ER o ;.:-{3: axo 3o 820
-8, ako je a<o0,

6) Velidine x i ¥ su obrnuto propor-

7

8)

9) 8)

sl B

(5> sa = {281 362 88 228, (o) wmoan L0 S0 92008
p—
slijedecoj teblici i izraziti

formulom zavisnost izmedju x i y.

a) Poslije povecsnja za 15% , cijena jednog ~iijcls o
48%00 dinara, Koliks mu je bile cijena prije %to. po -
skupljenja ?

b) Jedna stranica pravokutniks povedfans je za 25% ., Za
koliko bl procenasts trebelo smanjiti drugu siranicu,
da bi povr#ina pravokutniks ostalas nepromjezj-na ?

Dana je na.‘]odnediba 2x+l za——

8) RijeBiti deanu neaednadibu u skupu realnih orojeva.
b) Napisati (navodeéi mu sve elemente) skup Py svih rje~
denja dane nejednadfbe u podrudju prirodnih brojeva.
¢) Fapisati (navodedi sve elemente) mkup P svih rjedonja
4 eijelim brojevima, kojs zadoveljavaju i uvjet
-4 cx 41,

d) Nepisati skup M evih brojeva keji su i u skupu P iu
skupu Ps.

cionalne, Popuniti prazna polja u F

Fm-x=-3
Y==X
¥=X
F=x+3
F==X+3
J=x~-3

NERRR

&

Napisano Je Best jednadfbi i nacrtano Best grafova (u
istom koordinatmom sustawvu). Nea orti ispred svake jed-
nadZbe napifi broj onog grafa koji joJ odgovara.

b) Rije¥i sustav jednad¥bi: x+y+3=0, Xx=y=3=0,

10) Koje od slijedefih refenica su to¥ne 7 Zaokru¥i brojeve
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(1) Visine trokuta je menja od svake njegove stranice.

(2) TeZiZnica nije menja od visine trokuta povudene iz
istog wrhe trokuts.

(3) Poluopseg trokuts uvijek je veéi od ma koje njegove
stranice.

(4) Svaki paralelogram je centralno- simetri¥na figura.

(5) Svaki deltold ima dvije osi simetrije.

(6) Oke tupokutnog trokuta ne mofe se opisati kruZnica.

Druga grups sedeteka:

11) Na nekom balu prisustvovale su 42 ogpobe, Dama Dy igrala
Je Ba 7 mufkaracs ~ kavaljers, dama D, 88 B kavaljere,..
sssy dama D 88 svim kavaljerime prisutnim ne balu, Ko~
liko je dana i koliko kavaljera bile na tom balu?

12) Razlomsk 101/110 prikezati keo sumu dvaju rezlomeka s
nazivonicima 5 1 22 (& brojnici su pozitivni).

13) Simetrals hipotenuze AB pravokutnog trokuta ABC odsijeca
trokut dije je povriZina 3 pute menje o4 povriine trokuta
ABC. Odrediti unutresSnje kutove trokute ABC,

14) Dan je kut od 63°, Pomoéu Bestara i revnals podijeliti
ga:

8) na 3 jednsks dijela,
b) na 7 jednakih dijelova,

15) Hipokrat iz Hiosa (oko &40, g,

P.ne8.) utvrdio je da je suma

povrdina dveju mjesediéa L

H, (na glici su oni "poprskeni®

todkicama) jednaks povrdini

pravokutnog trokuta ABG, tj.

M1+M2-I‘I3. Dokazati tu tvrd =

nju.

Drugi razred:
Frve grupe zedetaks:
1) Izrsdunati na najjednostawvniji nn?‘in:

(1) uin19887r s (2) cos® 3 + 8in g,
3 cosa-nosncooazacos‘ﬂ', (4) ein1980° ;

I T

2u 0 210
(5) t815°.t830°. tg45°. tge0°. te7s°® , 6) BB Lo _+cos 15
¢08°30% = gin 30

2} Pojednostavni izraze:

(1) cos2d + sin’ q s
(3) (535 +t\q;;")-(----?.=élB “tgp) .

3) Koja vezs postoji izmedju a i b, ako je a=gind +cosd i
b= cos®- gind 7

4) U trokutu ABC kut 4C je pravi @0-90") Izradunati pro -
dukt ctgh.etgB .,

5) Rijediti jednadZbu sin®x = 2ginx. (Dati formulu kojas daje
sva rjesenja).

6) Odrediti dve brojas, $iji su zbroj, produkt i kvocijent
medjusobno jednaki .

Koja od funkeija ima graf prikazan

na ovod sliel ? ZaokruZi odgovaraju-

te slovo,

a) ;r-za+21—3 s b) y-xe-a:+5 i
c) y-—xa—ax+1, a) y--:2+ax+1,

a) y=~x2+2x-l.

8) Neka su x; i x, korijeni jednsdibe x°-ax+a~1=0. Odre

diti paremeter a,tako ds vrijednost izreza x,°+x,° bude
nejmanja. Koliks je ta najmanja vrijednost ?

9) Ne koristefi teblice niti kalkulator, odrediti #to Je we-
éa: logz30 114 log,60?

10) Rije#iti jednsdibu log®x° = Logl0OOCO .

Druga grupe zadstesks:
11) DeSifrirati slijedete primjere, imejuéi u vidu ds istom

s8lovu svugdje odgovara ista znamenks, & razliditim slovie
ma razlidite znamenke:

A AL A
(1) RADAR = RRR+RRR, (2) RADAR = (RRR)*, (3) mm-(ﬁr) i

12) Naéi eve trojke realnih brojeva (x,y,z) koji zadovolia -
vaju slijedeée 3 jednadibe (sustav):

(1) xeym2, (2) xezw3, (3) +3°u5,
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13) Rijesiti sustav jednadzbi: 2%,3% . 24, 27,3% .54,

14) Arhimed (287 - 212, god. PeDes.)
Je izveo formulu ga odredjivanje
povréine dviju figure koje su na
slici esjencene ("poprskane™ tod-
kicema). Ta formula glesi ovako s

Pudmt?, gaje jo t aurjina teti-

ve AB, Izvedite (doksZite) ovu
Arhimedovu formulu .
15) sy 0d kocke brids a odsjeleno je 8
o dijelova (“éodikova"), koji immja
oblik trostrane piramide (tetra-
edra), Presjedninm ravninama bri-
dovi kocke su podijeljeni na tri
Jednska dijela. Odrediti koji die
volumena cijele kocke &ini wvolu-
men preostelog dijela .

wip pis wi®

Rijedienje:

I ranrﬂs
Frve grupe zedstaka:

1) (4) & (6) & 2€A% 2¢B & 2€C
(5) & 2,4,B€B & 2,4,8€C & 4,8 ¢4 (Jer bi u suprotnom
@081i u komtradikciju sa (4)) ;
(1) = 1¢A& 1¢B;
(2) & (3) » 1eéc,
Blignim rezmetranjem iz (1),(2) 1 (3) dcbivamo da Je
3€h, SEA, BEB i 7€A,
Prema tome: A= {2,3,5,7}, B={2,4,6,8}, C={1,2,4,8},
2)a) x>B & x+3310 s b) 50x=60y » x>7 ,

e) 5X>10& y>x = ¥>3,d) x>y D y+24x+5,
8) X>y & 60=X475-y , £) ¥45 = 3y<1? .

E) \’33'2-52.51.50-29?60 , b) 0552. 2-_ 1.30 _ 4960,

4) (1) Neto¥no. (Ve primjer: V2,/8 €1, ali V2. VB=4¢1) .

- 65 =

(2) Neto¥no. (Na primjer: —v2,V2 €I, ali ~y2 +\6-0¢I) 5
(3) Tofno, ( Neka je 8 €Q, b€ I.Kada bi bilo cma+beq,
tada bi slijedilo da je b=c=-a¢q (Jer je raliks 2
recionalna broja uvijek racionalan broj), ¥to je u
kontradikeiji s pretpostavkom de je beI),
5) To¥me su formule (1),(2),(4),(5) L (6).
6 |x !'1 ]2 | 3 ‘24 |1220| Formula je
lr 122 Te 1% (0,5 [0,0] xy~12, t3. yui2/x.
7) &) 82000 , b) 20%.

8) a) xe(-w.?.), b) Pl"{l?lo ‘3) I’E-{—B,-E,-I,O}, d') Maf.

9) 8) S...ym-x~3, B...ymex , 2...y=ex ,
locoy=2Xx+3 3 6.0.F=eX+3, ZueeFmr=3,

b) x=20, y==3,
10) Tolne su redenice (2),(3) 1 (4).
Druga grupa zadataka:

11)Neke je n broj dema ma balu, 8 m=42~n broj kevaljers .
Dama D1 Je igrala 8a 7«1+ 6 kavaljera, D2 8 8=2+6 ka-

valjers,..., Dy sa k+6 kavaljera,..., D, 88 svih m= 42«

=0 =0+ 6 kavaljera. Iz 42-nen+ o glijedi na= 18, m= 24,
Dakle, na balu je bilo 18 dama i 24 kavaljeras.

12) 20 -§+EE % 22x+ 57 =101 = y--;gl's'—e-a—:-ao-h+%

= ar-'4’f>—*+=:~~L§E (1),

%-u 3 I-% EY x--2u+l-§-2 (2)‘

178t » um1-2t (3)

Sed iz (1),(2) 1 (3) izleazi: X=m5t-2, y==22t+29 .
Iz x>0 1 750, tls 5t=250 1 -22t+2950 slijeddi
§<tc1fs, 1. (sbog te2) t=1, pa Jo xu3, a7 .

Dakle,
E’%%%.E.'.&_
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ip

PpanE = 5Fann0 *

» 342 mi- 3 usncel o
1CP! IAP! _ IGP!I

S TEFT=8 ® TRGT=1EHTe 8

9 1AP1= 214Dl = 2 ARLL 8. 1431 »

RijeSite zadatek grafifkom metodom. (Uputs: Nadjite aje~
cifta krivulje ye=ein2x i y = 2sinx).
6) Iz X+ y=xyux/y (xA0, yAO) slijedi (x,y) = (1/2,~-1) .
7) Odgovor: (&) .
8) :2-ax+a-1-0 = Xy +Xy =8 & 11:2.3-1 -

t x12+122- (x1+12)2-211x2-a2-2(a-1) -(3-1)24.1 &

13)

A c2:=R D p B IDP| = IAPI~(ADI= }.1ABI = |BR! s

2. B
% ADBC je jednskukrafan trokut => | BC! = 10D] = s e T

= 4DBC je jednskestranidan trokut (sbeg [DB! = |DC!, tJj.
B=0/2) =5 JABC =JBDC = 60° & <BAC = 30° .
Dakle, kutevi trokuts su 30°, 60° 1 90° .

14)a) Odummemo 1i od zadmnog kute od 63° kut od 60° (koji je
lako konstruirati), dobit éemo kut od 2°,
Oduzimanjem od pravog kuta kut od 69% = 65°+2.5°, do -
bit Gemo ¥ut od 21°, Sada zadeni kut od 63° podijelimeo
kutom od 21° ne 3 jednaka dijela.

B) Fut od 3° konstruireme na isti na¥in keo u (8),

Pomodu kuta od 9° « 3,3° podijelit Gemo zadani kut od
6%° na 7 jednakih aijelova .,

9) 2ogz30=x » 3¥=30 & x>3 i "
% X3y = log,30>1log,60 .
10g,60=y » 47 =60 = y<3 3 %8y
10)105222-10510000-) (103:2)2-4 = 1053:2--‘-’-2 3
%% = 100 v'xz-0,0I S x2t 10 vx=to,l
= x €{-10j =0,1; 0,13 10},
Iruge grupe zadatska;
11) (1) & (2) = Aw2 (2) RADAR = 1119212312 & R=1 & D=3
= RADAR= 12321,

12) (1) & (3) 5x°+2x+7
@ x+y=33  (4),
()& (1) & (xy=2& x+723) v (X722 & X+Fu=3) =

» (1,73 €{(2,1),(1,2),(-2,-1),(-1,-2)} &
@ x7ie{(201,3)0 (1,2,3),(-2,-1,- ) (=1,-2,-3)] .
15) 2x-3y*24 21’53.25l3
.

2% 54 Y 3Fa2,5?
MnoZenjem jednadZbvi (1) dobivamos

FH F LM FT st 3 xeyas (2)
1) 0, (2) 1, (3) 0, () O, ! . .
@) (2) (3) a) (5) 1, (8) 2 o . oo s

2) (1) cos®o, (2) 2conn ¥,
cos cos 3y (3) VTR 52 5 T B s x-7-2 (5.

2-4+5 E 3 (z+y)2.9 s

15) 1 1 1
My M= 5P r e 0/2) * Pk(r = b/2) * M3~ 2Ph(r w o/2) =
% My+My=a®T/8 + b2/ 8 - o2/ 8 + My »
= n1+}12.ma2+ 82 02)/8 + My

=) H1+H2-HB (zbog 824 b° 62) ~

Drugd resred:
Prva grups ssdstaks:

i
2.2 |
5) 8% +d%a2, 4) 1. i Ne kyaju iz (2) i (3) slijedi: x=3, y=1l.
5) ein2x = 2sinx => 2sinx.cosx « 2sinx => sinx,(cosx-1)=0 = t Rijedite zadatsk primjenom logaritsme (logaritmirajuéi
8inX=0 veosXx=1 o x=kW (k€Z) v x=2kM(keZ) & ' zadane jednadibe).

2 x=kW(ke2).
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il o e B 2
14) Pa= 2T v, - 2, = PaTl{r®- (1-12+;-22)) €13,
Dy+Tp=r w r12+r22-r2-2r1r2 (2),
t2
(5)<= 21‘1.21‘.'2 (potencije toSke N s obzirom na kruinicu
K) % 2rr, =2/ (3),
(1) & (2) & (3) & P=t?mys ,
15) Vua’ (volumen kocke),

l.8.\3 3
Vy=ge(3) '_Ia'GE' (volumen jednog odsjefenog "Eoska kocke),

= - : - 4
VyavV 8.?1 a2 'BI°3 s ﬁaz’ (volumen oetatka kocke),
VeaV = 77:81 ,

' BY =

SBAP VOJVODINAGS

T T R

.
“sravaveaves O T asensesne

POERAJINSKC HATJECANJE
Zeadeol:

I razred -~ prirodno- matematifke struka:

1) Eoliko stranica mofe imati konveksan mnogokut &ije su sve
dijagonale jednake 7

2) RijeSitl sustav jednsdZbi:
Xy+X+¥=1l, J2+¥+2z2=5, X2+X+2m2,

3) Ako su a,b,c duljine strenice trokuts opsegs 2, onda je :
a) (L=-a)(1=b)(1-e)>0,

b) 82+‘b2_+o2+25bo<2. 2

4) Odredi Eetveroznamenkagti broj abed za koji vrijedi:
cde~8bc=297, a+b+o=23,

5) U kutijil se nalazi n kuglica. Dva igrada izmjeni&no izvla-
te kuglice iz kutije. U jednom potezu igred smije izvuéi
najmanje jednu, 8 najviSe k kuglics (k<n). Pobjednik je
igra& koji izvude posljednju kuglicu. Kako igra¥i trebaju
igratl de obazbjeds pobjedu, ukoliko je to mogude ?

I rezred - ostale struke:

1) Isto keo i 1. zadatak I razreda - prirodno- matematidke
etruke .

2) Odrediti sva cjelobrojna rjefenjes jednedibe Xy - 57 - 2% = 13.

3) U razredu od 20 ufenika 16 uenika u¥i engleski, 15 neni-
ke freancuski i 17 ufenike njemadki jezik. Dokagati da naj-
manje 8 udenike udi sva 3 jezika,

4) Isto kao &. zadatak I reszreda - prirodno- matematidke
struke .

5) Isto kmo 5., zadatek I razreda - prirodno- matematidke
gtruke .

II razred:
1) Naéi sve prirodne brojeve k, zs koje postoje prirodni bro-
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P
jevi m i n tako da vrijedi: 1 gk
22w meene nadavaju vrijednost povrdine i opsega poligona .

2) Odrediti sve trojke realnih brojeva a,b,c, takve da broje-
via-b,a-c,b-0c Zine geometrijski niz .
3) Dokazati da je za svako x & (0 ,70/2) :

2) Ako je logbx-%(losaxq. 1ogcx), onda jJe 1ogb(;5- logy,8 -

- logyc, pri Zemu Je xA1.

3) Oarediti sve realne brojeve 8 i b, takve da je izras cos(cos...{comx)...) >sin(sin...(simz)...) .
(8 +bi)” reslan 1 veéi oa 27. 1988 1988

4) U 8koli od 100 uSeniks 80 udenika udi engleski, 75 fran- | 4) Neke su x, i x, nule trinoms p(x) - x° - 1988x + 1, Dokazati
cuski i 85 njemedki jezik. Broj ufenika koji ule sva tri da je xln-a- xa“e N za Bveko ne X,

dezika je najwsnje mogué. Koliko ufenika u¥i engleski i
francuski jezik, ali pri tome ne ufi njemadki jezik?

5) U neke od k kutijes stevljeno je po k manjih kutija, u ne—
ke od tih manjih kutije stavljeno je po k jo¥ manjih ku-
tijs. Ovakav postupak je ponovljen nekoliko puta. Nakon
toga Bu prebrojene sve kutije koje nisu prazme (tj. koje
sadrfe bar jednu manju kutiju) i ustanovljeno je da ih
ima m, Kolike je ukupno kutijes upotrebljeno ?

IIT razred:

1} Upieana sfera danog tetraedra dodiruje svaku od 4 strane
tetraedra u ujegovim teZistima, Dokszati da je tetraedar
pravilan,

2) Nekm je 8+Db+c§ 0, pri Semu su a,b,c realni brojevi ko-
i nisu svi medjusobno jednaki. Da 1i sustav: 8X+by+cz=
=0y bX+0c¥y+8z=0, cX+8Y+bz=0 ima rjedenja razliditih
od (0,0,0) %7 -

3) Medju elementima danog aritmetilkog niza prirodnih broje- AE
va postoji element koji je potpun kvadrst. Dokaszati da )
postoli beskonadno mnogo potpunih kvadrata medju elemen ~
tima tog niza.

4) Dokazati da za svaki prirodsn broj n2 vrijedi:

5) He koliko ragliditih nadina se od 7 ljudi moZe formirati
5 razliditih komisija, pod uvjetom da je svaeki dovjek &lan
samo jedne komisije i da svaks komisije ima bar jednog
&lana 7

Rjedenja:
I - 0 - matematidka gt 3

1) 0&ito je da postoje konveksen Zetverokut (na primjer pra -
vokutnik, jednakokralan trapez,...) i konveksan peterokut
(preaviloi) koji imaju sve dijagonale jednake. Pokmzat Gemo
da ne postoji konveksan n-terokut, n 26, koji ima gve 4l -
Jegonale jednake. Pretpostavimo 1i (suprotmo tvrdnji) da
postoji konveksan n-terokut *1*2-"% s 026, kome Bu BVe

-2 dijagonale jednake, tada u kon-

H veksnom detverokutu Al‘i"n-z‘n.-l

vrijedi: (A4, qIHALA, o[ <(1A,8l+

+184, 1)+ (1A 81484 o1} (1A;51 +
+lsan_21}+{uasr+lmb_1;) =iMAL oI+

+1Azh, 15 fto je u kontredikoi-

tE4. 5824 + tE2A . bg3d + ... + tg(n=1)d.tgnd = tgno /tgd =n . Jji = pretpostavkom da su svVe dida_gunale Jednake.
5) Isto kao 5. zadatak II razreda. Dakle, konveksan p~terokut ss Jednmakim dijegonslama moie
IV razred: imati 4 ili 5 strenica.

1) Konvekean poligon je podijeljen na trokute dijagonalama : 2) Zadanl sustav jednadibi moZemo pisati u obliku:

koje se sijeku. Dokazati da suma polumjers kru¥nica upi- b (x+1)(F+1)=2, (F+1)(2+1) =6, (x+1)(2+1L)=3 (#).
Supstitucijom: a=x+1, b=F+1, ec=sz+1 (uw), iz (»)

sanih u trokute nije manja od 2P/0, gdje P i 0 redom oz
dobivamo:
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ab-2
(vu2) <bo=6
o8 = 3

(*;’) (agbyo)ﬁ{(1s2i3)|("10‘2"‘3)} (;ﬁ)

L BT w3 aboets L)

C(n)
=) ('x.y,z)e{(O,l,E),(-—E.-h-“)} .

3) a) a+bsc=2 (x),

a<b+c, bec+a, cda+b}'> 841 & beclieccl 2

> 1~a>0&1-b>0&1-—c>0-5(1-a)(1-b)(1-o)>0.
) (1-a)(1-b)(1-c)>0 =

= 1-—(a+b+c)+ab+bc+ca-abc>0(!9

#
('-'a) -l+ab+bo+oa~abe >0 fe(=2) »
2 2=2(ab+bo+ca)+2abe <0 w

"
Y 2-(a+‘b+c)2+(32+b2+02)+23bc<0(-|)
“:;) 2—4+(a2+‘b2+02)+2a‘bo £0 =

2 2

=+ & +b2+c +2abe <2,

4) a+b+e=23 (») ,

5)

cda - abo =297 = (100c + 10d + &) = (1008 + 10b + c) =297 w

= 10(d-b)=99(3+a-2) (ux).

Lijeva etrana jednakosti (=) ima znamenku Jedinica nulu,
pe to mora imeti i desna strana, zbog dega mora biti
3+8-c€{0,10}, Kada bi bilo 3+8-g= 10, tada bi desna
Btrans {xx) bila 990, pa, da bi to bila i lijeva strana ,
mora biti d-b=99, ¥to je nemogude (zakto?).

Iz 3+8=0=20, tje c=8+ 3 (wex) 4 (#2) slijedi da Jje
dab () , 8 12 (=) 1 (pex) dzlazi da Je

b=20-28 (www). Nadalje iz (wwx) slijedi da je & <6
(zbog ¢ £9), a iz (»xoe) da e a >S5, pa Je 8=6, Odatls ,
prema (=wk),(wwux) 1 (mwwrr) dobivamo: ¢=9, bed=8 ,
TraZeni broj je abcd = 6898, (Izvrdite pokus | ).

Neka jJe n=(k+1)q+r, O<rck+1, Ako je r=0,; teda dru-
gl igrad pobjedjuje tako da izvude (k+1)~nm kuglisa sva-
ki puta kada prvi igrad izvude m <k kuglica. ako je r21,
tada prvi igrad pobjedjuje tako da prve izvude r kuglioé,
B zatim &ini isto ¥to i drugl igrad u prethodnom sludaju .

Pe—

AR

- 75 =

L razred - ostele struke:

1) Vidi rjeSenje 1. zadatka I razreda prirodno- matematidke
struke , )

2) xy~-5¥y=-2x=13 & (x-5)(y-2)=23 .

x=5 23 1 -23 -1
y=2 1 23 -1 =23

x 28 6 -18 4

¥ 3 25 1 =21 |,

Cjelobrojne rjeSenja zadane jednad¥be su, dakle:
(23.5). (G|25), ('18'1)' (4."21) L4

3} Uz oznake keo na slici imamo:
a+bsc+rdre+f+g+ha20/, (-2
a+b +d+ e =16

a+b+e +f =15 e
a +c+4d + g = 17

2 B=(e+f+g+2h)=8 =
= 828 (zbog e,f,g,h ENQ) -

4) vidi rjeSenje 4., zadatks I razreda - prirodno - matematilke
struke .

5) Vidi rjeSenje 5. zsdatka I razreda - prirodnc - matemetiSke
struke .

II resred:
2 2
LY L i i (AR
ﬂz*;g - IR, G 4

1%) M(m,n) = 1.
(#) » mn|m2+ n? 5 n|n2+n2 & nlm2+ 2 = mln2 & njm®

(zbog nlm'2 % nf n‘?) 2 min & niIn (zbog M(m,n) = 1) =
3 = (* k= 2!2 .22'q‘ 3
* men (P (;2-) ; H

2%) M(m,m) =@, tj. m=u,d4, n=n,d, aeNN1}, H(nl,n:l);-l.

2 2 2 2 2
(#*) =» lc-(d (:1 +n1))2-m1 o s 8 odatle (ana-
iy hy ah
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g - 75 -
lognim postupkom kso u 1°) slijedi da je Dy =0y, td. Dakle, 15 ufeniks udi engleski i francuski, a pri tome ne
ke, uéi njemadki jezik.
Takiny misken)yisadatiny, gm keky 5) Heka je u prvom koraku u kl £k kutija stevljemo po k me -
log. x
2) Primjenom formule log,x= G (doknite jo!), acbivenos | njih kutija, u drugom u k, Ik manjih kutija po k jod ma-
logm njih kutija,..., u n-tom koraku u kj <k, -k kutija po k

najmanjih kutijs, Tads Je broj nepraznih kutija m= k1<r kst
+eeatle o DB Je ukupan broj kutija: k+ kyk+ kok+.aua+ kk =

= k+k(l;1+ Ky +aes "kn) ak+km=k(m+1l) (zadto?) .

log,x = %( log,x +log x) &> log x= %(logbx / log,a +
+ log,x/ 1°3b") @ log,Xx = 1ogbx( log,e + logbu)fa logya logyo
@ 1= (1ogba + log;bc)/?. log,a log,c (Jer je log,x #0 zbog

x4 1)@ (log,a + 10g,c)/2 = 1ogy8 log,¢ 4 log,(8c = III razred:
= log,s logyc . 1) Neka je ABCD zadani tetraedsar, =

teZista T,15,T5,Ty strans BCD ,

CDA,DAB ABC neka su direlidts
tetraedra sa uplsanom mu sferom.
Tada izlazi:

aan‘raganaml{ IBDI={BDI, IDTBI-IDEEJ_I i

[BT#:JBTII‘ (odsjefci tangenata na

3) z=(a+bi)> = (a” - 3ab2) + 1(36%b - b°) ,
B ol vk 2 P
ZER & 38°b-17=0 & b(38°-b")e0 @& buO .y b =3ae
@ be{0,2a(3} (W ,
Re(z) 527 & 87-3ab2> 27 (»x),
1% b=003) 83,20 5 8>3, :
. e DT, = JT,0B =>
2°) batayf3 » vPe3e” () 03-00%527 0 W3- F ; N kI a
5 Wl g‘ = ABDC, ¥ AkyDB (BD|=IBDI, qul‘{hm"mll -mA]_l(zbogEi-
=3IDD, 1= 3ID2,1=DAy|)) = IBC,i=IBAy| » IABIa[BOI(Jexr su DOy 1
Dakl 3 3 et 1 1
RN SE e IJ_A;_ teZilnice trokute DAB i DBC). Odatle gzamjencm pPro—
(8,0) € {(a >330), (a <= 3;2af3)jc B2 . -

- izlaze jednakosti u parovima sveks dva brids, pa po tran~-
U% eubaki Tho 1M, S)AGL TN zitivnosti, ns osnovu jednakosti svih bridova, slijedi da
ErbrorGrat vt be.100/.(=2) je tetraedar pravilan.

a+b +d+e s BO |
a+b+e +f - 75 + &y : 2) zadani homogeni sustav jednsdibi fe imetl samo trivijalne
a +0+d +g = 85 [ | riedSenje skko je glavna determinante sustava A4 C, odnos-

no beskonafno mnogo rjeSenja (neodredjen sustav) skko je
L= 0, Kako Jei g
8 b o|I+II+III |a+b+c Ba+b+c B+b+o

= a~(0+f+g+2h)= 40 o

o a-ann-m Hho+f+g+2hm( &
» e=fmgm=h=O (2b0g e,f,g,heN ) A= |b ¢ B - b c 8 =
b+p+a-eol c & b c a b
L] +d =40
3dbre w35 b=15,0=20,d425, il A 2. M0 (8
J = (a+b+g)elb ¢ B|m(a+b+c)s|b c-b 8&-D|m
ki c a b ¢ 8=¢ beo
I-I M-I
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i ] n = w
4% ab trokuta, Tada olito vrijedi: i*,:—-lPi P (=) i
a=¢ b-c

= (a=0)(a=b)) = (a+b+c)(-b2-c2+2bo-aa+ab+ae—bu)-

- (a+'b+c)'.1.’ =(a+b+e)((e-b)(b=g) -

0420 (i=142,...,0) (+® , gdje su Py 105 (i01,24440,4n)
¥ 5 5 5 povrdine i opsezi tih troluta, Primjenom formula
--5(a+b+o)(2a + 20" + 26" = 28b - 2bo - 20a) = _ Py=05.74/2 4 te 13 22P, /0, (i=1,2,4.0,0) (xwr) , gdje su
— %(a+b+c)((3—b)2+ (b=e)2+ (c-8)2) ¥ 0 (zadto?) : su ry (iel,2y,..,0) polumjeri trokutims upisanim lkru3nica-
2P n 2P n
ma, izlazi: Zn: x, (%) an i (";*) i s op, (#)
faal o 0 2 {00 T oy

teda zedani sustev ims semo trivijalmo rjeienje (0,0,0) .

3) Meks je d razlika zadenog sritmetidkog niza, a u” jedan i ) 2p a 5p
njegov &lan, Tada su svi potpuni kvedreti (m+ nd)® = g =’ = Bl 121 Ty 2 7 Bto se i twrdilo.
N -

= 5%+ 20nd + 2262 = 2 + n(2u + na)d, n e, tokodjer Slanovi {

toge niza (za¥to? ), 5to se i tvrailo. i RICL g
. | - = he - =0/,
4) Dokez provodimo matematidiom indukeijoms R BCAD HETE M BEe

2) a-b,a-c,b-c geometrijski niz o (a- c)2 s (8=b)b=0o) =&

; 2
a) 28 n=2 tvrdnjs vrijedi jer jJe tgd.tg2d e tsd.ﬂ%— ” i @ (@=2)%+(b=0)?+ (c-8)%=0 o
_2tga 1=tg' ! &> 8=b=0& b-Cc=0& 0c-8=0 & a=ub=c,
S S U 5L NP L { Uzmemo 1i u obzir da (a-b,b-c,c~a)=(0,0,0) ne ine ge-
1= t;zd tg tgx ometrijski niz, zadatak nema rjedenja,
b} Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za nek, t;j.tda vrije-~ ¢ 3) Deks#imo prvo jednu pomoénu lemus
diz tgd.tg2d + g2 bB3d+ o 0s + tg(k—l)d.tgkan-é%- k. | coex <2~ sinx, v¥xeR (=),
©) Dokazati de tvrdnje vrijedi i za n=k+l, tj. da vrije- i Dokaz leme: Iz sinx + cosx = sinx + sin(T/2-x) =
dis tEdatg2% + tE2ule tEBE + oo o + tgko.tg(kel)ol = E%%‘ﬁlb - =2 sinﬁ cos(x ~ E) - 2.@-505(:-'%') = (zbog cos(x =~ I&) <1)¢
- (k+1). ] < &, oamsh proizlszi (x).
Dokaz: .
B EER %+ LERA bREE ¢ ou s + tg(lﬁ-l)d.tghi-tgku(.ts(hl)a(@ Sada &emo pokszati matematifkom indukcijom da tvrdnja vri-
() , tgke 2tk SR N i Jedi ze billo koji peran prirodan broj 2n (zbog dega éo one
(1,557- k) + tghkd tg(k+l)o = tska.—ﬂ.t.-igi_*Q_- K ‘ da vrijediti i za 2n= 193%!):
= % 1+ tgdotaleeldol W I — I a) Za n=2 e cos(cosx)os(my2 -~ ginx) (jer je u I kved-
+6gd. + Bt i rantu kosinus opadajuéa funkcija) = sin(sinx), ti.

- tg({k+l)o-o Jup tgEd m ﬁ% j = E‘E&%‘Jﬂ- | cos(coex) » sin(ainx) ,

b) Pretpostevimo da tvrdnja vrijedi za n=2k, tj. da vri-

tg(iesl) .
-k --Eé%h- (k+1) . Jedi: cos(cos...(cosx)...) > sin(sin..ér(sinx)...l 5
2k k
vidi 8 . da .
5) Vidi rjefenje 5. zedatks IT raareda # ¢) Dokazati da tvrdnja vrijedi i za n=2(k+1) = 2k+2, tj.
IV razred: da vrijedi: cos(cos...(oosx)...))sin(sin...(simt)...),.
N W
1) Neka jJe konveksan poligon podijeljen dijagonmslems na n Dokaz: Rhie B+ 2
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cos{cos, ..(cosx)...) = cos(cos( coa(com...{cosx)... )%
2k+ 2 2k

(’g sin(sin( cos(cos.. .vgc:osx). sa )X (";)
2 2k
(b)) sin:(gsin! sin(ain.%xinx)...)))) (Jjer Je sinus u I

kvedrantu rastuéa funkcijs) = sin( sin...!sim)...} 7

2k + 2

P(X) »x° = 1988x + 1 = x° - (xy + X)X 4 X %y »
¥ X)+X,=1988 & Xyxa=1 (%) .

Tvrdnju zadatks dokezujemo matematifkom indukcijoms
a) Za n=1 je xl+x2-1988£11.

b) Pretpostavimo ds tvrdnja zadatka vrijedi sve do n=k 4
td. da Je x,"+x," €N, ym<k.
¢) Dokazati da tvrdnja vrijedi i ze n=k+1, tj, da je

21k+1 " xaltdnl EN.
Dokaz:
11k+1 + !2k+1 = (x; + %) (xlk + zak) - :1::2{:1""1 + xzk"l) o

(£ 1985(:11' + xek) - (xlk"l + :2!:.-1) €Z, jJer su prema (b)

xlk + zak EN 1 ::lk'l + :2]5'1 £ N. Zato dobivamo:

k+l
]

(*) = lexa S0 = xlk-tl‘_ 50 =» 11k+1+12k+1en.

0d 7 1judi 5 komisije moZemo formirati tako da bude jedna
trodlane i 4 jedno¥lans, odmosno 2 dvodlane i 3 Jednodlane
komisi je,

U prvom slufaju izmedju 7 1judi trodlsnu komisiju mo¥emo

formirati na (g) na¥ina, ps je broj moguéih izbors 5 ko~
misija u ovom sludaju (;).5I {zadto? ).

U drugom sludaju 2 dvodlane komisije (bez poretka tih ko- -

nisija) mofemo formirati na 3+()(3) na¥ins, pa Je bro]

n——

= 79

moguéih izbora 5 komisijs u ovom sludaju %-(Z).(g).ﬂ
(obrazlofite tvrdnjul }.

Ukupsn broj razliditih nadipa formiranjs komisija je dakle
(351 +3.(2)-(3)+51 = 16800 ,

Ako poredak komisija nijes veZan, tada je broj nadine

D +3- DB =175,
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SAVEZRO FATJECANJE
8inj, 23,04, 1988,

Zadaesi:

I razred:
1) Ako je n prirodan broj vedi od 1 za koge vrijedi:

[5J+[EJ +aes +[9J-2+[2'—1J +[n'1J +eee +{n'1J » Onda

1 2 n k f 2 -1
Je n prost broj. Dokazati. ([x] Je majveéi cio broj koji
nije veéi od x).

2) Izradunati kuteve trokuta ABC, ako teZilnioca, simetrala
kuta i wisina iz vrha C dijele kut ACB na Eetiri Jednalm
dijela,

3) U dani 8iljastokutan trokut T upisana su dva pravokutni-
ka R i 8, k#o na slici. Odredi najveéu moguéu vrijednost

izreza:
.'PR + PS
—= 3 gdje P oznalava povriinu.
R PT i

e

4) Medjunarodnoj konferenciji prisustvuju po dve predstavni-
kn iz 27 zemalja. Dokazati da se udesnici konferencije
ne mogu poredati za okruglim stolom, take da izmedju sva.
ks dvae udesnika, koji su predstevnici iste zemlje, sjedl
tofno 9 drugih ulesniks konfereneije .

II razred:

1) Nekn je O srediSte opisane kruinice trokuta ABC. Oznadimo
88 PyQ,R redom srediits lukove @,56.63, koji ne sadrie
zedon totke Cy4,B. Ako za toSku X vrijedi: OX = OF + 00+ OR,
dokazati da je X sredi¥te upisane kru¥nice trokuta ABC .

2) Odrediti za koje neparnme prirodne btrojeve n> 3 je funkei-
da F10—=Q, £(x) = x"-2x, injektivna. (Q je skup racionsl-
nih brojeva; funkcija je injektivna ako raglidite broJjeve
preslikava u razlifite brojeve) .

SRS ————

= BL =

3} Za skup ACRK kaZemo da Je "dobar" ako za neki prirodsn broj
n jednadiba x- y=n ims beskonadno mnogoe rjedenja (x,y) ,
gdje Je x €A, ye A,

Ako Je N=A1UA2 U"-‘-"Algaa s onda je bar jedan ed skupo-
va 31"2"?'**1953 "dobar". Dokezati. (N je skup prirednih

brojeva) . -

%) Dokazati da unuter konveksnog 2n- terckuta ne postoje dvi-
je razlifite tofke kroz koje prolazi po n dijagonala tog
2n~ terokuta , .

IIT i IV razred:

1) Nekn su a,b,c,d €N, i d#0. Funkcija £:N,—>N_ odredjena

je uvjetom: £(x) = [“’“:] . Dokazati ds je f injektivma ako

CX +
i semo ako je c=0-i add. (Na'{"vl'"-}'.. [x] je majvedi
cio broj koji nije veti od x ).

2) U n~- terostranu piramidu moZe se upisati sfera. Svaku od
pobo&nih strans piramide zarotiramo oko odgovarajudeg bri-
da baze do poklapanja s ravninom baze, tako da slika po -
bolne strens ims zajednifkih unutarnjih toSeks sa bazom .
Na taj nadin dobiveno je n slika vrha pireamide. Dokezati
da tih n sliks pripadaju jednoj lkruZniei ,

3) Dan je strogo rastuéi niz By 58548500 prirodnih brojeva,
tako da je a; =1, 8,=2 i da za sve relativno proste bro-
Jeve m i n vrijedi 8«8, =a .. Dokazati da za8 svakl priro-

dan broj n vrijedi: a =n,

4) U jednoj drZavi ima vide od 7 gradova, Dokazati da ne pos—
toji mreZa jednosmjernih puteva sa slijedeéim svojstvima :
(a) Izmedju svaka dve gramda postoji todno jedan direktan
put,

(b) Ze svaks dva grada 4 i B postoji todne jedan gred u
koji se direkitno moZe stiéi i iz 4 1 iz B,

(e) za sveka dva grade 4 i B postoji tofno jedan gred iz
kojeg se direktno moZe stiéi i u 4 i u B,
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RjeBenjai;
I razred:

1) DokaZimo prvo jednu pomoénu lemu: Ake su n,k €N, teda je
[§] Jednako broju svih vifekratnika v€{1,2440.,03 bro -

Ja k.
Dokez leme: Nekm je nw=lkq+ r, @rEN,, 0£rck, Tada
su vilekratnici broje ki k 21,...,qk, tJ. ukupno ih je q.

8 druge strane Je [E]"[ 1- [‘“E =q+ [E] (zbog quD)"
= q+0=gq, &ime je tvrdnja leme dokezana,

il Sk Ol

(&« 2]+ B3]+ -+ B + B)-
.2.,.[9%].;.[2‘21:}.;[5;&]4.".4.[%} =)

&> n+[§]+[§]+...+ [’ﬁ":’f]*’l -

= 2+(n-1)+ [;l,:,l]+[2-31]++ [%ﬂ Pes

@ ([3]- D« (8] Ppe e (R]- [ -0 &

© [F]- B]-0, veeiz5,. ) B

& k+n, vke{2,3,...,0-1} & n je prost broj.

2) Uz oznake na slici, neka sime -
trale kuta sijeSe opisanu irus-
nicu u G, Iz JACG = E‘P-QBCGI
glijeddi R}-ﬁ, Pa Je FG pime-
trala stranice AB. Iz CD[[FG
15 slijedi JCGF =<DEC = = JGCF,

/ Je trokut CFG jednakokradan i
simetrala baze CG prolazi kroz
vrh P, Zato Je F s.‘]aciQte sime-
trels dviju tetive AB i CG
kruinice, tj. sredidte te krui-

SRR -

v BF -

nice, Dakle, AB Je promjer te krufnice i po Telesovom te—
oremu je 4¢=<JACE =90°, Dalje je UBAC = 90% = (ACD = 90° -\Pu
= 67°30% , JABC = 90°- 2= 22°30° .

VuZenjem paralela kao na slici ,
dobivaju se tri trokuta s povrii-
nama Pl‘P2'P3‘ a8lina trokutu T ,

pa vrijedi
Pp+Py Pp- (P1+P2+P3)-
Fp Pr

P. P P
= 1= ; 2"‘?% )-1—(:2+y2+52).

gdje su xa,ya,za,a duljine odgovarajutih stranica.
Uz x+y+2=1, treba odrediti najmanju vrijednost izraza

xz + yz + za. Medjutim, iz identiteta :2 + yz + 52 -
= %((x +7+2)% 4 (x=3)24 (x-2)2 4 (7-2)%) slijedi da se
najmanje vrijednost postife za X=y=z= % .&8 iznogi %.
+ P
Trafena najvetia vrijednost od —-P-—R B Je 1-3 3.

4) Pretpostavimo (suprotno tvrdnji zedatka) da je mogule os—
tvariti raspored ufesnika konferencije, tako da izmedju
sveka dva zemljaka gjedi to¥no 9 ufesnika drugih zemalja.
Neka su x, i Tis Xy €T K=1,24...,27, redni brojevi zem-

1jaka. Tada je y, - x, {10,244}, pa imamo:
n n

YuX= - %, =108 +44b i Y+Xel4+2+.,,4+5=1485,
e 2y

Odatle je 2Y = 10a + 44b + 1485, Sto je odito kontradikeija
(jer je lijeva strana paran broj, s desna neperan).
Dakle, navedeni razmje3taj je nemogué.

Il razred:
1) DokaZimo prvo jednu pomoénu lemu: Ako je O sredite opi-
sane krufnice, a H ortocenter trokuta ABC, teda vrijedi:

— e —s —
OA+0OB+0C=0H,
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Dokaz leme: Neka je T teZifite trokuta ABC. Tada (uz ozna-
ke kao na slicei), na osmnovu &inje -
nice da su 0,T,H kolinearne todke

(leZe ne Eulerovom praveu), izlazdi:
ATOCINQTHG @ [OT1:ITH|= ITG]_I 1[TCln

= 1:2 @ ITHI =2,107] =) TH=2,00 =
3 OH=3.00~04 + OB + 00 (dokaZite

da je o?.%(a+6ﬁ+56) 1.

DokaZimo sada tvrdnju zadatka: Prvo imesmo da 8u C,8,P ko-
linearne todke (ﬁ-ﬁ,

JACS = ¥5CB = ¢%/2, & = gredid-
te upisane krufnice trokuta
ABC) i analogno tome ds su
ByS,R, te 4,8,Q kolinearns
todke. Nedalje je {CPQ=

= JCAQ=o{/2 (kutevi nad is-
tim krufnim lukom 68) i

analogno tome 4PQA = /2 i
YAQR = /2, pa iz odnosa ku-
teva u trokutu S5QN, izlazi
/2 + (df2 4 142) 4+ f=

= 180°%, tj. ¥=90°, odnosno
EI'T;J.@E. Analogno izlezi da je @._N;_J-R_P i ﬁ:,eJ.P—Q', pa je 8

ortocentar trokute PQR., Prema prethodnoj lemi izlazdi
—F = 5 -
OP+0Q+O0R=08 (#),

— 3 -5 =i}
Tz OX=OFP+0Q+OR i (x) slijedi da je OF m OB, 4. X=8
&to se i tvrdilo.

Dokazat éemo da je za svaki neparan priroden broj n>3
funkeija £:Q—Q, £(x)=x"-2x injektivna,

Pretpostavimo (suprotno toj tvrdnji) da f nije injektivna,
tJ. da postoje uveEQ, udv, u=x/z, V=3/2, X,7,2 €7,
xéy, 240, M(%,7,2) =1, tako de Jde f(u)=£(v). Tada iz -

lazi: £Qu) = £(v) + £(x/2) = £(y/z) = (x/2)% - 2,(x/z) =
= (3/2)"-2.(3/2) & (x®= /0P = 2.(x~-3)/z »

)]

%)

- B5

D ("= /(x-7) =221 3

ES !n-1+xn'%'+ ...+xyn"2+yn'1-2zn'1 (») .

Ba 1lijevoj strani jednskosti (») ima neparsn broj n pri -
brojniks.

Ako su x,y neparni, tads su svi pribrojnici neparni, pa je
cijela lijeva strana neparns, dok je desna strana parna .,
Ako je jedan od brojeva X,Y Paren, a drugi neparan, tada
su evi pribrojnici osim jednog (prvog ili zadnjeg) parni,
pa Je opet lijeva strana nepsrna.

Ako su x,y parni, tads je lijeva strana od (x) djeljiva sa

2™1, pa sligeas 2% 251 5 27-2[0-1 . o), o
2 M(x,y,2) =2, Bto je opet kontradikeija.

Podijelimo skup N na disjunktne podskupove 30,31.82....
oblika Bk- {1989I:+1, 1989k+2,... »1989k+1989}, k Ello. Za
svakl skup 8; postojat Ee bar jedan skup AJ, koji sadrZi
bar dva elementa skupa 8y (Dirichletov princip). Podto
skupova Bi ima beskonaino mnogo, bar jedan od skupova A ’

oznafimo ga se A’ , sadrii beskonafno mmogo parova XyF
xX>Y¥, takvih da x i y pripadaju istom By« Ofigledno je
x-ye{1,...,1989}, pa, poito je parova (x,y) beskona¥no
mnogo, postoji bar jedan prirodan broj n za koji jednadi-
ba x=y=n ima beskonaino mnogo rjefienja (x,¥), X,yEA? ,
Prema tome, skup A' je "dobar™ skup.

8jeciBte 5 od n dijegonsla je unutrafinjs tolka nadeg kon-
veksnog 2n- terokuta. Uoimo bilo koju dijegonalu AB kroz
8. Svaka od preostalih n-1 dijegonala kroz 8 ima jedan
kraj s jedne, a drugi kraj s druge streame od AB, tj. n-1
vrhova poligona nalazi se s jedne, & n-1 vrhova s druge
strane od AB. Zato su A,B suprotni vrhovi poligona. Dak -
le, u 8 se sijeku nuZno sve "glavne® dijagonale (spojnice
suprotnih vrhova). Jedinstvenost takvog sjecilta S Jje odi-
ta .

IIL i IV resred:

1) NuZnost: Neka je f injekcija. Ako je o4 0, tada imamo
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lax+b_a be - ad be ~ adf 1, !be-eadl
—l nl u-‘!-m)', pa za n> 'a( ey d)

cx+d © clcx + a)
] T -
imamo ir.a;_sd[_ cen+d, ti. f,‘%%‘ﬂ"% <1, odnosno
a
%%-:—-2-% <1. Dakle beskonsdno mnogo vrijednosti 3-%—:-_-5

{n eNo) nalezi se u intervalu (%—*1.:-}&1), a onda se zZa

sve takve vrijednosti n vrijednosti f(n) -[%-g—:—g] nalazi

u intervalu (%—2.%+2) {(jer se %‘:? i [%g—:—g] razliku-
ju za manje od 1), Bto nije moguée zbog injektivmosti .
Zato je ¢=0, pa onda i f(x)-[&:ng]. To je rastuéa
funkeije i nuZno je 531.

Dovoljnogt: Neka je r(x)-[sza-g]. azd, tj. neka je
£(x) -[kx+§] s k=3 21. Neka su nadalje Xp o X €Ny Xy <Xn,
t). neka je Xp=X%X; +¥, FEN, X, €N, X5 N, Tada je
£(x,) = [l:x2+'§:[- [(k:1+§)+lql; [(kz1+§)+ [ky]:l-

= [k:xl + 5] + [ky] = £(x) + (ky] 2 £(x;) +1 (Jer iz k31 &
Y21 = k2l [kl2l) >f(x)), tde £(x3)> £(x,), 8to
znaci da je £ injekcija.

Neka je AjA,...A baza piramide, S
srediste sfere, Dy4D5y.-+,D, diraliz-
ta sfere sa pobolnim stransma, & N
diralifte sfere sa bazom, Tads je
LDyl =ivD,f=esimlvp | 1 | B;D; | =[B,W],
i=1,2,...,n, pa2 se sve todke Dy
ie1,2,...,n, danin preslikavanjem
presliksju u N. Odatle, zbog |VD|=
= conet, proizlezi tvrdnja zadstka,
8) Po pretpostavei Je a,=1,8,=2, Neka je 35'1523- Tada je:
ag = 82.5 =ay.a5= 235 =2k,

k+25;5§2k-1 {zbog a5<a4<a5<a6),
“10'“2"5'2355‘*'2'
39541:- 3 (zbog 594310},

%)

< B
81g = 85089 = 285 <86 k2+2k-k(k+2)533.a5.315 3
k2+2k+5$n15+ 3$8)5<8k-6 , K24+ 2k4 348k~ 6 ,
K -6k+9<0 , (k-3)°<0 , k=3 , a5=3 (a odatle ag=6,
8 =5, a,=45...).
b) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi sve do n= ky tj. da
vrijedi a,=n, e ledee.esks
¢) Dokazatl da tvrdnja vrijedi i za n=lk+1, tj. da vri-
Jedl s, =k+ 1.

Dokaz:

Neka je najveta zajednilks mjera M(k,k-1) =d. Tada
a|k-(k-1), tJ. a|1, pa Je d=1. To znaZi da su k i kel
relativno prosti brojevi, pa po definieiji niza izlazi:
akz_,k-uk(k"l) =8, .8 = k(k=1) = kzu—k., zbog ega je at=t,

t< kz-k, pa onda i &y ,=k+1 (zbog k+1z.k2-k, k23) .

Shvatimo gra -
dove kao &vo =
rove, 8 jedno-
smjerne puteve
kao orijenti -
rane grane gra-
fa. Toéku C na-
zovimo todkom

I vrste todaka
A i B ako ona

zadovoljava uv-
jet (b), odnos-
no todkom IT

vrete ako zadovoljave uvjet (c). Neka su sada A i B pro -
izvoljna 2 grada (&vors) i neka je C tofka I, a D tofka II
vrete za A i B, Prema (&) postoji put (grems) koji pove -
zuje A i B. Neka na primjer postoji orijentirsni put (4,B)
od A prema B (zbog simetrije sliZno bi bilo i za (B,A) ) .
Tada postoji i orijentireni put (C,D) (prema (a) postoji

put izmedju C i D, & kada bi to bio (D,C), tada bi todke

A 1D imale 2 tofke B i C I vrste, #to je kontradikeija
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ea (b)) .

Neka je nadalje tolka E todka I, a F tolka II wrete za
todke C 1 D (prema (b) i (c) te todke moraju postojati,

a prema (a) to ne mogu biti ni A ni B). Tofke E i F su
spojene orijentiranim putevima sa A,B,C i D, Kako ne pos-
toji put (A,E) (jer bi A i D imeli 2 todke E i B I vrs -
te), ostaje da postoji put (E,A). Analogno se pokazuje da
postoje putevi: (B,E) (jer bi u protivnom D i E bile 2
totke II vrete za tofke A 1 B, 3to je kontradikecijs sa
(c)) 4 te (E,F), (F,4) i (B,F) (jer bi u protivnom redom
tofke E1 C, C i F, B i C bile 2 tofke I vrste redom za
tolke B L C, A iB, AiF).

Fi jedna od tofska B,C,D,F nije todks I vrste za todke A
i E (zalto? ). Neka je to tolka G, tj. neka postoje pute-
vi (A,G6) i (E,G). Teda postoje putevi: (G,D),(G,F),(C,8),
(G4B) (Jjer bi u protivnom redom tofke B i G, C 1 G, B i
G, E1i G bile redom todke I,I,II,I vrate redom za tolke
AiD,ALiF, CiF,Bic0C).

Na taj nadin 7 toaka A,B,C,D,E,F,G sadovoljavaju uvjete
(a) 4(b) 4(c). No prema uvjetu zadatke mora biti vide od 7
gradovae, Neka je H osmi grad i neka na primjer postoji
orijentirani put (A,H). Tada mores postojati orijentirani
put (H,D) (zadto?), pa onds ne postoji orijentirani put
izmedju G 1 H (ze3to? ), Hto je u kontradikciji sa (a).
Na slifen nalin dolazimo do kontradikcije ako umjesto
(A,H) pretpostavimo postojanje orijentiranog puta (H,A).
S tim je tvrdnja zadatks dokazans .
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