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POKRET "NAUKU MLADIMA"™ SR HRVATSKE

MATEMATI KA

PITANJA | ZADACI ZA OPCINSKI SUSRET UCENIKA

OSNOVNIH SKOLA SR HRVATSKE

28. veljate 1987. godine

V RAZRED

PRVA SKUPINA ZADATAKA

2,

lzra&unaj: 17806 : 5814 - 307 .13,

Odredi skup S onih prirodnih brojeva koji su djeljitelji
broja 18.

. Zadani su skupovi A ={3, 6, 9} i{B={2, 5}

Odredi: a) AUB
b) ANB,

Promotri sliku i odredi:
a) ACUBD
b) AT nBD. A E:t

c D

. Rijedi jednadzbu: (12 ~ 4 : 2)« x = 30-6:2+4 : 2.

Odredi: a) D (36,60,84)
b) V (36,60,84),

. Opseg pravokutnika u kojem je duljina jedna stranice

dva puta veéa od duljine druge, iznosi 42 cm.
Kolike su duljine stranica tog pravokutnika?

DRUGA SKUPINA ZADATAKA

L 3

Da |i postoji pet uzastopnih prirodnih brojeva &iji zbroj
je prost broj?
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2. U izvodjenju jedne sletske vieibe sudjelovali su djeZaci
i dijevojZice. Svako dijete imalo je ili crvenu ili plavu
majicu. DjeZaka je bilo |6, a djece koja su imala crve-
nu majicu ukupno 24. DjevojZica s plavom majicom je
bilo onoliko, koliko i dje&aka koji su nosili crvenu
majicu.

Koliko je ukupno djece sudjelovalo u toj viezbi?
3. Skola je za odlazak svojih 708 véeniko na jednodnevni

izlet osigurala 15 autobusa, od kojih nekoliko imaju po
52 sjedala, a ostali imaju po 43 sjedala.

Koliko je bilo autobusa svake vrste, ako se zna da su
prije kretanja sva mjesta u autobusima bila popunjena?

4. Zodani lik podijeli na Zetiri liko jednaka po obliku i
izrafunaj opseg i povriinu tih dijeloval

4cm

4cm 8cm

8cm

VI RAZRED

PRVA SKUPINA ZADATAKA

1. Zbroj brojeva 345.09 1 156.017 pomnoZi sa 0.01.
2. lzragunaj: (2.7 - 3) ¢ 3.

3. lzraZunaj: 2 - (4 + 12 : 4) + 4 - 3+(5-9) : (-2),

4. lzradunaj: g—-:—‘a-a : -—]6—;——§- ¢

5. Zadana je funkcijo f(x) = =3x + 1. lzradunaj:
o) f(-2)

b) £(3). |

6. Rijell |ednadibu: Zo—= (=6) : (-2).
7. RI 2.y
. Rijeil |ednodibu: 2x - 7= 7.

8. Keollkl je opseg vrta.pravokutnog oblika ako mu je duljina
36 metara, a ¥irina z duljine?

9. Zbro| kutovaLimiznosi 72°. Koliki suLipako jeLsedam
puta veti ods?

DRUGA SKUPINA ZADATAKA

1. Rijefi jednadZbu
((63- 0 o r2).2.8+1.75) : 0.05 = 235

10. Zbroj tri broja jednak je 1365. Ako prvi broj pomnoZimo
sa B, drugi so 4, a treéi sa 6, tada ée dobiveni umnolci
biti jednaki.

Nadji te brojeve.

11. U&enici jednog odjeljenja 6. razreda pisali su kontrolni
rad iz matematike. Treéina uéenika nije pravilno rijeiila
|edan zadotak, &etvrtina dva zadatka, ¥festina tri zadatka,
a osmina vZenika je pogreino rijeiila svo &etiri zadatks.

Koliko je u&enika rijefilo pravilno sve zadatke, ako u
odjeljenju nema vile od 30 vEenika?

4. Da bi se obojali svi zidovi sobe oblika kvadra potrebne
je dvostruko viie boje nego za bojenje stropa. Koliki je

volumen te sobe, ako njezina duljina iznosi 7 metara, o
firina 5 metara?

Vil RAZRED

PRVA SKUPINA ZADATAKA

1. lzraéunaj: i- -2: .'3 - 4.%_
2. Rijeii jednadibu: 0.5 - T x = 0.25 : .

3. Rijeii nejednadZbu: sz - %) - g-
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4. Koji broj je za % veti od razlike broiovo-;-i % ?

5. Koji od uredjenih parova (-1, - g-): (0, - ;’ ),

(10, =11), zadovoljava jednadibu x + y = = i— ?

6.1 cma leda ima masu 0.92 grama. Kolika je masa
3
| dm” leda?

7. Ako se od nekog brojo oduzme 6.2% doblje se 4.69.
Koji je to broj?

8.:0pseg jednakokra&nog trokuto je 42 cm. Kolike su duljine
stranica trokuta ako je krak tri puta veéi od osnovice?

9. Zajom od 24000 dinara. posudjen vz kamatnu stopu od
‘8% bit e vraéen u roku od 6 mjeseci.

Koliku vkupnu svotu treba vratiti?

DRUGA SKUPINA ZADATAKA

(1.75:%-1.75-1 %)‘T;

('336 - 0.0325) : 400

1. lzradunaj:

: (6,79 : 0.7+40.3) .

2. Brojnik nekog razlomka poveéa se za 32%, a nazivnik se
poveéa za 54%. Da li se vrijednost razlomka povectala
ill smanjila i koliko posto?

3. Simetrala XL BAD paralelograma ABCD presijeca produietak
stranice DC u to&ki M, koja je udaljeno od tofke C 5 cm.

Odredi duljine stranica paralelogroma, ako je opseg para-
lelograma 48 em.

-

Broj godina koje otdc ima sada jednak je broju mjesecl

koji je imao njegov sin, kado je otac bio 9 puto stariji

od sina. Koliko godina ima otac ako je poznato do je on
stariji od sina za 26 godina i 8 mjeseci?

vViil RAZRED

PRVA SKUPINA ZADATAKA
1. lzradunaj: 8 - (18 - 6 : 3) + 4 + 3.(4 - 8) : 2,

10

. lzradunaij: (1 -;-' 2 g] : 2,
. Kvadriraj: (1 - -‘50)2

. Funkcija f: R~«R je zadana formulom f(x) = - 7 x =5,

lzradunaj f(-2).

. Zadana je funkcija f(x) = =2x + 3.

o) Koje od toZaka A(1,5) B(-1,5) C(0,3) pripadaju
grafu funkcije f?
b) U kojoj to&ki graf funkcije f sijeée os x?

. Rije3i sustav jednadZbi: 3x = 2y =1

"2x + y = 3,

. Podijeli polinome:

(%Y < 27) i@ = 9.

. Opseg pravokutnika, v kojem je duljina jedne stranice

tri puta veéa od duljine druge, iznosi 32 ecm. Kolike su
duljine stranica tog pravokutnika?

. Koliki je opseg trokuta AABC kojemu su koordinate vrhova

A(-4,0) B(O, 0) C(0, 3) ?

DRUGA SKUPINA ZADATAKA

Y.

Kada su prije nekoliko dana upitali jednu u&enicu koliko
godina ima njen tata, ono je odgovorila: "Moj tata je 1969.
godine navriio onoliko godina koliko iznosi zbroj znamena-
ka njegove godine rodjenja".

Koje godine je rodjen tata ove uéenice i koliko goding ima?

. Zadan je pravac p jednadibom 2x - 3y - 18 = 0 i njegova

tocka B (6, =2).

a) Napi¥i jednadibu pravca q koji prolazi ishodiitem
koordinatnog sustava i okomit je na pravac p.

b) Odredi koordinate sjeciita A pravaca p i q.

c) Odredi koordinate &etvrtog vrha C paralelograma OABC.

. Srediite upisane kruinice jednaokokraénog trokuta ABC

dijeli visinu spuitenu na osnovicu AB , na dijelove
5¢m i 3 cm, raéunajuéi od vrha C. Odredi duljine strani-
ca trokuta ABC.

1
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4. U ravnini je zadano 6 tofaka od kojih nikoje tri ne leie
na istom pravecu. DokaZi, da tri toZke iz te ¥estorke &ine -
trokut s kutom ne manjim od 120".

PITANJA | ZADACI ZA REPUBLICKI SUSRET UCENIKA OSNOVNIH
SKOLA SR HRVATSKE

Pula, 28. 03. 1987.
VIl RAZRED

1. Ako izmedju znamenaka dvoznamenkastog broja upifemo taj
dvoznamenkasti broj, tada je novi &etveroznamenkasti broj
77 puta veéi od danog dvoznamenkastog broja.

Koji je to dveznamenkasti broj?

2. Neko matematiika zadaéa sastojola se od tri zadatka.
Prvi zadatak rije¥ilo je ukupno B2% svih véenika, drugi
78%, treéi 78%. Prvi i drugi zadatak rijelilo je 62%, prvi
i treéi 66%, a drugi i treéi 60%, dok je sva tri zadatka
rijefilo 25 véenika.

Koliko je uZenika rjelavalo zadaéu?
3. Za koju vrijednost parametra m sustav

mx -~y =2

2x + y = 3m

ima cjelobrojno rjeienje?

4, Koliki je zbroj pet kutova u ¥iljcima bilo koje petokrake
zvijezde?

5. Na simetrali vanjskog kutaLtrokuta ABC odredi toZku
D tako, da zbroj udaljenosti |CD| + |[BD|bude ¥to manji.

Vil RAZRED

1. Odredi &etiri uzastopna prirodna broja, ako je umnoZak
prvog i drugog za 38 manji od umnoika treéeg i Eetvrtog.

2. Nadji jednadZbe dvaju pravaca koji prolaze toZkom T (3,4),
ako jedan od njih prolazi ishodiitem, a s osi x zatvaraju
trokut povriine P = 14,

3. Tri jednaka traktora obradjuju dva polja razli&itih povrii-
na. Ako sva tri traktora najprije preoru prvo polje, o za-

12

tim dva od njih preoru i drugo, posao ukupno traje 12
sati. Ako sva tri traktora zavrie polovicu ukupnog posla,
o drugu polovicu obavi jedan traktor, ukupno je potrebno
20 satl.

Za koliko vremena mogu dva traktora preorati prvo polje?

No stranicama AC i BC jednakokra&nog trokuta ABC
(K¥ = AT = 5, BC = 6) odabrane su toike D, odnosno E,
tako da bude AD = TE = 2. Duzine AE i BD sijeku se u
totkl §.

lzralunaj povriinu trokuta ABS.

U prve razrede jednog srednjoikolskog centra upisalo se

uvkupno 110 uvé&enika. Svaki od njih poznaje otprije barem
jedanaestoricu. DokaZi da svaki véenik prvog razreda ima
dva poznanika kojima on nije jedini zajedni&ki poznanik.
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RJESENIJA
V RAZRED

PRVA SKUPINA ZADATAKA

1.307. 2.5={1,2,3,6,9 18}.3.a) AUB ={2, 3,
5,6,9} b)ANs =@. 4. a) ATyBD = AD.
b)'ACNBD = BC. 5. x=2. 6. a) D (36,60,84) =12

b) V (36,60,84) = 1260, 7. Duljine stranica su 7 cm
i 14 cm.

DRUGA SKUPINA ZADATAKA

1. Pet uzastopnih prirednih brojeva su n, ntl, n+2, n+3,
n+4. Njihov zbroj je n + (n+1)+ (n+2) + (n+3) + (n+4) =
= 5n + 10. Dobiveni zbroj djeljiv je sa 5. Dakle, ne
postoji pet uzastopnih prirodnih brojeva Eiji je zbroj
prost broj.

2. Skupovi djeZaka i djevojéica nemoju zajedni&kih eleme~
nata isto kao i skupovi djece scrvenom i plavom majicom.
Ako pretpostavimo da dieZaka sa crvenom majicom ima
x, onda djeaka s plavom majicom ima 16 - x

Kako djece sa crvenom majicom ima 24, to djevojéica
sa crvenom majicom ima 24 - x.

Prema uvjetu zadatka, djevoj&ica s plavom majicom ima
kao i djeZaka sa crvenom majicom, tj. x.

Prema tome broj djevojZica jednak je broju djece sa
crvenom majicom. U vijeibi je, dakle, sudjelovalo
16 + 24 = 40 djece.

3. Neka je x broj autobusa sa 52 sjedala, tada je 15 - x
broj autobusa sa 43 sjedala.
U autobusima prve vrste sjedi 52 x u&enika, a u autobu-
simao druge vrste 43+ (15 = x) uéenika.

Sada imamo
52x + 43(15 - x) = 708

52x + 645 - 43x = 708
9x = 63
x =7
Dakle, bilo je 7 autobusa sa 52 sjedala i 8 autobusa sa
43 sjedala. J
14

Il naéin:

Pretpostavimo da je svih 15 autobusa sa 43 sjedala.

Tada bl se moglo smjestiti 43+15 = 645 v&enika. Ostatak,
708 - 645 = 63 vienika morao bi, dakle, biti smjeiten v
vetle autobuse, | to 52 - 43 = 9 uZenika u svaki autobus.
Kako |e 63 : 9 =7, to je bilo 7 autobusa sa 52 sjedala i
8 autobusa sa 43 sjedala. )

. 4
2 2 ,
L 4 P= (4.4 - 2-2) cm
5 P=12 Ctl'l-z
O = (2.4 + 4-2) cm
sh. 2 O =16 em,
VI RA ZRED
PRVA SKUPINA ZADATAKA
53 : 1
1. 3.61107. 2. 5% - 3. -7. 4, -2, 5.9a)7 b}? 5

6. x=-2. 7.x=%%. 8.132 metra. 9.&=63° /2= 9°.

DRUGA SKUPINA ZADATAKA

1.6 3 - LX) 2,84 1,75 = 23520.05 = 11.75
(63 - LTS =2) 2.8=11.75-1.75=10
3 0.75%=2 _ o _ 25
big ~ gap = W 8=
0.75x =2 _ 3 _25 _
Lot =65 - % =20/7
0.?5x-2=%’-0,35=‘
0.75x =2+ 1=3
x = 4,

2. Neka su trazeni brojevi a, b, c. Tada jea + b+ c = 13565
Ozna&imo sa x jednake umnoike, tj. 8a = 4b = 6c = x.
Odavdeieoéitou=§-,b=§-,c=%

15
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Na temelju ovog, polazni zbroj poprima oblik
gtttz 1385
odnosno  xe (é— + i- + %)

1345

H. x,H—= 1365
Nepoznati umnofak je x = 1355 : 2 , x = 2520
TraZzeni brojevi su: a = 315, b = 630, ¢ = 420.

3. Neka je x broj uZenika v razredu. Broj u&enika x mo-
ra biti dijeljiv sa 3,4, 6 1 6. Imamo V(3,4,6,8) = 24,
Slijede¢i vitekratnik brojeva je 48>30, dakle je
x = 24,

124 =8 T24=6, toa=4, Li24s3

3 g~ b g w4y g -

Prema tome, broj u&enika koji su pravilno rijefili sve
zadatke je 24 - (B + 6 + 4 + 3) = 3,

4. Prema uvjetu zadatka imamo 2.ab = 2+(ac + bc) a

odavde je _ ab _ 35
©<STE =17 =

35 _ 1225 _

V = asbac = 7-50T-f-—— —1—2—— 1021‘12"- l'ﬂ3

VIl RAZRED

PRVA SKUPINA ZADATAKA

7
1. -7 3. 2.x=-6. 3.x>-3. 4.7 5.(0, -1)

6. 920 grama. 7. 5. E. 42 =g + 2+ 3a
a=6cm b=18 cm 9. 24960 dinara
DRUGA SKUPINA ZADATAKA

1. (1.75=§-|.75-|\£-):132

Wi : (6,79 : 0.7 + 0.3) =
(W - 0.0325) : 400

- (3l 63,12 9
-g-;sn z. : 10 = E : 10 = 2500 : 10 = 250
To0 * 400 70000

2. Neka je %zudani razlomak. Tako ée nakon poveéanja brojni
i nazivnik poprimiti vrijednosti 1.32a, 1.54b.

16

Novl razlomak imat ée vrijednost
1.32a0 1320 _ 2-2-3.11ea _ 6 @
717 7

.

Vrljednost razlomka se smanjila za ;-lto
v postocimo Iznosi 14.28%.

Najprije je JBAM = X DMA
(kutovi su transverzalni)

Dalje, zbog JBAM = XDAM
preizlazi JDAM = XDMA, pa
je trokut ADM jednakokraan,
ti. JADl = [DM]

Odavde slijedi da je b=a + 5
Za opseg Imamo O = 2a + 2b = 2a + 2(a + 5) = 4a + 10

Dakle jo 4a + 10 = 48, tj. a = 2= 9.5 cm
Konaéno Iz b = a + 5 dobivamo b = 14.5 cm

4. Neka otac ima sada x godina, t]. sin je imao x mjeseci
kad je otac bio 9 puta stariji od njega. Kada je sin imao
x mijesecl, otac je imao 9 x mjesecl

Kako e otac starijl od sina 26 godina i 8 mjeseci, tj.
320 m|eseci, dobivamo 9x = x = 320 odnosno 6x = 320
Konaéno je x = 40. Otac sada ima 40 godina.
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Viil RAZRED
PRVA SKUPINA ZADATAKA

1. -10. 2. -5/8. 3. 1-a+1/4a. 4. -4. )
5.a) Bi C, b) (3/2,0). 6. x=1, y=1. 7. x"+3x+9.
8. a=12, b=4, 9, 0=12,

DRUGA SKUPINA ZADATAKA

1. O&ito da otac nije rodjen 18xy. godine jer bi tada zbroj
znamenaka godine rodjenja bio maksimalno 27 (za godinu
1899), a 1969. godine bi otac imao najmanje 70 godina.
Neka je 19xy godina rodjenja oca. Tada imamo:

1969-T9xy = 1+9+x+y, odokle je

1x+2y=59, x,y¢{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
59-11x _ _
y =202, x=5, y-=2.

Otac je rodjen 1952, godine i sada ima 35 godina.

2.a}y=-%x.

b) pAq = A (38/13, - 54/13).
c) D (42/13, 28/13).

3. 1z trokuta SCD lako izra&unamo stranicu CD

E'D'=|/52 - 32 =V25 - 9=V|6= 4
Trokutu CFB i CSD su sliéni
(sva tri kuta su jednaka). s

y:8=3:4 sl. 4
=6 cm.
k5-12, ®C-AT -6, |

A
4. Nekoa su A, B, C, D, Ei F ¥est zadanih toéaka i neka fe
festerokut konveksan. Kako je zbroj kutova u tom Zeste-
rokutu jednak (6-2)° 180° = 720° tada pe Dirichletovom
principu postoji bar jedan kut ne manji od 120°,

D
A

Neka |e festerokut ABCD konkavan. Tada postoji trokut
1|l su vrhovi 3 od tih fest zadanih to&aka i u &ijoj se
unutrainjosti nalazi jedna od tri preostale tofke. Neka

tolka A v unutrainjosti trokuta FBD . Toéka A se ne

nalazl na stranicama tog trokuta jer su svake tri zadane
totke nekolinearne. Kako je «& +& +4= 360°, tada po
Dirlchletovom principu mora biti bar jedan od kutova
o, A, & ne manji od 120°,

REPUBLICKO NATJECANJE
Vil RAZRED

MNeka |e 10a+b dati broj. Prema uvjetu je: 1000a+100a
+10b+b=77 (10a+b). Sredjivanjem ovog izraza dobijemo:
Sa=b. Koko su a i b znamenke i a#0, izlazi da je a=1

| b=5. Dvoznamenkasti broj je 15.

Zbrajanjem postotaka (82 + 78 + 78) utvrdimo da je za~
datke rjefavalo 238 postotaka uéenika. Kako uv&enika
Ima toéno 100%, vifak od 138% oznaava koliko ima
uenika kojl su izradili vife od jednog zadatka. Zbra-
lanjem datih postotaka uZenika koji su rijedili po dva
zadatka, vtvrdimo da ih ima 188% ili 50% viie od na-
dlenih 138%. Tih 50% vi%ka su ulenici koji su rijedili
sva tri zadatka. Kako je poznato da takvih véenika ima
25, slljedi da je zodatke riefavalo vkupno 50 uéenika,
sl é

sl. 6

3
. Zbrajanjem datih jednadZbi dobijamo: (m+2)x = 3m+2,

keja ima rjefenje x = a—ﬂ:n-_'-_:!g .
zoklju&ujemo, ako je vrijednost x cijeli broj, onda je
Imtb-4 _ 3(mt2)-4

y clieli broj. Medjutim: x = ——m== —Fm— = 3 -
4

- T Ovaj izraz je cijeli broj ako se (m+2) sadrii
u4,atojezamef{-6-4,-3,-1, 0,2} .

Na osnovu prve jednadZbe

19
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. Uo&imo petokraku zvjezdu na sl.7

i na njoj trokut OMN. Vidimo da
je ZOMN= XDMR=cL+¥ (jer je

A DMR vanijski u trokutu ACM).
Sligno dokazujemo da je ZONM=
=A+d , Kako je zbroj kutova u
trokvtu 180", odakle zamjenom
dobijamo zbir trafenih kutova:
oL+ A+ M +f+0=180°,

Neka je D bilo koja to&ka date si-
metrale s vanjskog kuta i neka je

C’ totka simetriéna sa C v odnosu
na s. Togka C* prbiEada raveu AB,

sl. 8 . Tada je *= ; pa je:
BD+CD=BD+DC", a na osnovu neje- B [
dnakosti trokuta biée: BD+DC aBC, sl. 8

gdje je duzina BC” fiksirana.

Znak jednakosti vaZi samo ako

DeBC’, o to e biti kada je D = A. TraZena to&ka fe
D=A.

Vill RAZRED

Neka su a, atl, a+2, a+3 traZeni brojevi. Tada je
a(a+1)+38 = (a+2)(a+3). Odavde je a=8, pa su traZeni
brojevi: 8,9,10,11.

Jedan pravac je OT, a drugi €emo zna&iti sa AT, sl.9.
Prema uvjetu, povriina trokuta OAT je 14, pa kako je
visina v=4, imamo: %—t‘l. OA=14, odakle je OA = 7.

Sada nije tetko odrediti jednadibe ovih pravaca, jer
su im_Tpoznate koordinate po dvije toéke. TraZeni pravei
su: OT:4x-3y=0 i AT:x+y=0.

. Pretpostavimo da bi jedan traktor obradio prvo polje za
a sati i drugo polje za b sati. Tada dobijamo jednadZbe:

a b _ 1.0 b,, a , b _
§Y g gy it gt g%
Odavde dobijamo: a=18, b=12. Dakle, dva traktora
mogu preorati prvo polje za 9 sati.

Povriinu trokut~ ABE lako izra&unamo. Pomoéu Pitagori-
nog teorema, iz trokuta ABH izra&unamo duZinu visine

KH. d(A,H)=4, P= 5.4:4 = 8.

Dokazatemo da je toéka S srediite duiine AE. Neka
e no produZetku stranice BC toZka F, takva da je
118D, s1.10, Tada je CD:DA=TB:BF, odakle izlazi
da R =4, Dakle, to¢ka B je srediite duZine EF, pa
e srednja linija trokuta AEF, 3to znaii da je §
srediite duZine ZT%. Prema tome, povriina trokuta ABS,
to |e tratena povriina, jednaka je polovini povriine
trokuta ABE, tj. traZena povriina je 4.

F B HE ¢
Pretpostavimo da postoji uZenik A kojl ima 11 poznanika
| da medju njima ne postoje dva kojil imaju jo¥ jedaog
zajedniékog poznanika, osim vZenika A. Tada svaki od
n{th poznaje po 11 razli&itih uenika. Medjutim to
nlje moguée, jer bi tada bile 1+11= 11 = 122, odnosno
122 véenika.
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DRUSTVO MATEMATICARA SR SRBIJE

REPUBLICKA KOMISIJA ZA MLADE MATEMATICARE 1Z OSNOV NIH SKOLA

OPCINSKO N ATJECANIJE
07. 03. 1987.

IV RAZRED

Mlira, Vesna i Nada potrofe na pijaci 5280 dinara. Mira je
potroilla 340 dinara viie od Vesne, o tri puta manje od ukup=
ne sume koju su potroiile Vesna | Nada. Koliko je potroiila
svaka domaéica?

Na rijeci je bilo 12 Zamaca od kojih veéi imaju po 8, a ma-
njl po 5 sjediita. Koliko je bilo veéih, a koliko manjih &a-
maca, ako je ukupan broj sjediita 757

. Ako se stranica datog kvadrata uveéa za 10 em, njegova po-

vriina se uveéa.za 200 cm2. Odrediti opseg | povriinu datog
kvadrata.

Koliko paleréznumanku:iih brojeva se zavriava znamenkom

47?7 Koliko peteroznamenkastih brojeva po&inje i zavriava se
znamenkom 77

Prvih devet parnih prirodnih brojeva rasporedi v kvadratnu
tablicu (3x3) tako da se dobije magi&ni kvadrat.

V RAZRED
Um|esto zvjezdica v broju 523*** napiii odgovarajuée zna-
menke tako da dobijeni broj pri dijeljenjuv sa'7, 8 1 9 daje
ostatak 6.

Poviaéeél 4 pravca podijeliti zadani krug na najveéi moguéi
bro| dijelova.

. Odrediti sve proste brojeva p za koje je toZna nejednakost:

8/63¢1/pc2/5.

. Odreditl sve prirodne brojeve &iji je produkt znamenki

|ednak 528,
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5. Kut x veéi je od svog suplementnog kuta y za toliko za
koliko je kut y veéi od svog komplementnog kuta z. Odredi
kutove x, y i z.

VI RAZRED

1. Racionalan broj -4/7 nastao je skraéivanjem racionalnog
broja &i{i brojnik | nozivnik imaju zbroj B85, Odrediti prvo-
bitan racionalan broj.

2. Kada se iz jednog punog bureta prelije u drugo prazneo bure
1/6 tekuéine, a zatim 2/3 preostale tekuéine, tada v drugo
bure ne bi moglo da stane 48 litara. Koliko litara sadrii
svako bure ako u prvo stane dva puta viie tekuéine nego v
drugo.

3. U trokutu ABC totka M je sredifte dutine AB. Pravac p ko-
ji prolazi kroz M_paralelan je sa simetralom kuta ACB, i
presijeca pravac ﬁ v toéki D, a pravac AC v todki E.
Dokazati da je trokut CDE jednakokra&an.

4. Dat je trokut ABC. U vrhu A _konstruirana_je duZina AD oko-
mita na AC, tako da je AD=AC i duzina AE okomita na du-
%2inu AB, tako da je ﬂ'e=1'§. Pri tom su D i B sa raznih stra-
na AC,a C i E sa raznih strana pravca AB. Dokazati da je
BD=CE.

5. U jednoj ¥koli v&i 1111 véenika. Dokazati da v toj tkoli
postoje bar dva uZenika koji imaju identi&ne inicijale i da
bar &etiri u€enika slave rodjendan istoga dana.

VIl RAZRED
1. Tezite T trokuta ABC pripada krugu konstruiranom nad stra-

nicom AB=8 c¢m kao nad polumjerom, pri éemu je kut TAB =
= 39°. lzra&unati povriinu tog trokuta.

2. Stranica trokuta je 10 ¢m, a kut nasuprot je 150°, lzra&unati

povriinu kruga opisancg oko tog trokuta.

3. Dokazati da ]oﬁ iracionalan broj.

1987

4. Ako je p prost broj veéi od 2, onda je broj p + 1987P

sloZen. Dokzati.

5. U kvadratu stranice 5 ¢m na proizvoljan nadin je razmjeiteno

26

5/ totaka. Pokazati da se moZe konstruirati kvadrat po-
viline 1 cm* unutar kojeg se nalaze bar tri date toZke.

VIill RAZRED

1. U krug polumjera r = 12 cm upisan je jednakokra&an trokut

&1l Jeo kut pri vrhu 30°. Odrediti opseg i povriinu datog
|ednokokra&énog trokuta.

2. Konstrulratl krug k koji sadrZi datu toZku A | dodiruje dati
krug Inl (O,r=2 ¢m) v datoj toé&ki B.

3. Data |e funkcija f(x) = 2x = 1. Odrediti funkciju g{(x) ako
jo f (g(x)) = 6x + 3.

4, Ako [e p prost broj ve&i od 3 onda je p2 + 11 djeljiv sa 11.
Dokazati.

8. Odredit] sve cijele brojeve x i y za koje vaii jednakost:

xz + y2 = 2x .

MEDJUOPCINSKO NATJECANJE
IV RAZRED

I, Oplolje kocke je 96 crnz. Koliki je njen volumen?

hdk e *Ww

* W

97
TR

2. Dellfrira| mnoZenje:

J, Dva sata navijena su 4, aprila 1987. godine u 9 sati uvjutro.
Jedan od njih radi toé&no, a drugi Zuri 3 minute svakoga sa-
ta. Kojeg dana i v koliko sati €e oba sata ponove pokaziva=-
tl lsto vrijeme?

4. Odredltl onaj dvoznamenkast broj koji se poveéa 26 puta,
oko mu se 3 lijeve strane dopiie broj 7.

5. Rasporedi 12 toZaka na 6 pravaca tako da na svakem pravcu
bude po 4 totke. Rjeienje obrazloZi crtefom.
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V RAZRED

1. Dat je broj 444,..444, gdje se znamenka 4 ponavlja
1987 puta. Da li je dati broj djeljiv sa 67

2. lva mo%e neki posao da zavrii za 1€ dana. Ako bi taj
posao s njim radio i Laza, onda bi posac zavriili za
12dana. Za koje bi vrijeme Laza sam uradio taj posao?

3. Za ispisivanje &etveroznamenkastog broja koriste se samo
znamenke 1,2 i 3. Kollko ima takvih brojeva koji su dje~
ljivi sa 97

4, Pravel o i b sijeku se u to&ki O pod §lljastim kutom. Na
pravcu a data je toéka A tako da je QA = 4 cm. Konstrui-
rati krug koji prolazi kroz datu todku A | dodiruje pravce
a i b, Koliko takvih krugova ima?

5. Zbroj dva razlomka s [ednoznamenkastim nazivnicima je
11/18. Odrediti o kojlm razlomcima je rije&. Koliko rje-
fenjo ima?

VI RAZRED

-

Jedan radnik uradi jedan posaoc za 30 minuta, drugi za 60
minuta, a treéi za 180 minuta. Za koliko minuta €e uradi~
ti taj posao sva tri radnika zajedno?

2. U tri cisterne bilo je ukupno 1560 litara mlijeka. U sluéa-
ju da iz prve odlijemo 3/7, iz druge 1/4, a iz trete 1/5
mlijeka u sve tri cisterne biée jednake koliZine mlijeka.
Koliko je mlijeka u svakoj od cisterni?

3. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je vrijednost raz-
lomka 24

n -

takodjer prirodan broj.

4. Dat je pravekutni trokut ABC sa pravim kutom ked vrha C.
lzvan trokuta konstruirani su kvadrati ABMN i ACPQ. Do~
kazati da su centri ovih kvadrata podjednako udaljeni od
srediita A kaotete BC.

5. U paralelogramu ABCD na stranici AB data je totka K tako

do je XAKD =X DKC. Ako je § srediite dutine KD, dokazati
da je dvZina okomita T3 okomita na dufinu DK.

28

2

3.

3.

Vil RAZRED

U pravokutnom trokutu jedna kateta je 24 cm, a hipo-
tenuzo je za |6 cm veéa od druge katete. Kolika je po-
vriina tog trokuta, a kolika povriina kruga opisancg
oko trokuta?

Dat je pravokutnik &ije su stranice a i b. Ako se a pro-
dufi za b i b produZi za a dobije se &etverokut Eija je
povriina 100 em2, Koliki je opseg Zetverokuta. Ako su
duZine stranica pravokutnika cjelobrojne odrediti pravo-
kutnik najmanje povriine.

Gumica je za 20% jevtinija od biljeinice, a 25% skup-
lja od olovke. Koliko ko¥ta svaki od ovih predmeta, ako
je za sve njih plaéenoc 610 dinara?

Data je pravilna i uspravna jednakoivi&na ¥estostrana
prizma ABCDEFA’B°C’D“E“F’Eija je osnovna Ivica a = 6
cm. lzra&unati oplo¥je i volumen trostrane prizme
ABDA“B°D".

. Na koliko razli&itih na&ina mogu za okrugli stol sjesti

3 dje&aka i 3 djevojéice, tako da nikoje dvije osobe
istog pola ne sjede jedna pored druge.

Vil RAZRED

Opseg romba je 48 cm, a dijagonale se odnose kao 15:8.
Odrediti povriinu njemu sli&nog romba, &ija je stranica
34 cm.

Dokazati da je za svaki prirodan broj n izraz ns- 1987n
djeljiv sa 6.

U trokutu &ije su stranice a=20 cm, b=13 em i c= 21 cm
totka M je podnoZje najmanje visine. Neka su N,P,Q

srediita stranica Klﬁ,ﬁ,c_ﬂ trokuta ABC. Dokazati da

je Zetverokut MNPQ jednokokra&ni trapez. lzradunati

povriinu trapeza MNPQ.

. Zbroj dva razlomka sa jednoznamenkastim nazivnicima je
73/15. Odrediti sve razlomke sa datom osobinom.

5. Ako je atb = 3 i a+b = 2 dokazati da je vrijednost izraza

4

a +h4

=17.
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REPUBLICKO NATJECANJIE MLADIH
MATEMATICARA SR SRBIJE

CaZak, 09. 05. 1987,

VI RAZRED

Odrediti brojeve a,b,c ako se zna da |e njihov zbroj veéi
od broja a za 5/2, od broja b za 59/6 | od brojo ¢ za 5/3.

Iz punog balona Zistog alkohola odlije se 1/4 | dollje vo-
da. Zatim_se ponovo iz balona odlije 1/3 tekuéine i doli=

je voda. Cega trenutno u balonu ima vike: vode ili alko-
hola?

U ravnini je dat pravac i todke A‘l B“sa iste strane van
pravca p. Konstruirati trokut ABC ako se vrhovi A i B na=
laze na praveu p i ako su AA“i BB visine trafenog trokuta
ABC.

Dijagonale trapeza ABCD sijeku srednjicy trepesza ﬁ__t_:
toékama M €AT i Ne OB tako da je MN = EM + NF.
Ako je manja baza trepeza 10 cm, kolika je njegova ve-
éa baza?

. Produkt dva troznamenkasta broja zapisuje se samo pomoéuy

nekoliko znamenki 3. O kojim troznamenkastim brojevima
je rijeé¢?

VIl RAZRED

Dat je trokut ABC &ije su stranice a=15, b=13 i ¢c=14 e¢m.
Na stranici AB date su toZke D i E tako da je CD visina,
a CE teZiinica datog kuta. Odrediti povr¥inu kruga opli-
sanog oko trokuta CDE.

2. U trokutu ABC kutyBAC = 70°, a kut xABC = 59°, Toi-

30

ka M se nalazi unutar trokuta ABC pri gemu '|04MAC =
= X MCA = 40°, Odrediti kutove Y AMB i X BMC.

. Dijagonalni presjek pravilne i uspravne Zetvorostrane pi-=

ramide je istostraniéni trokut &ija je povriina

I4w3 crnz. lzra&unati oploije i volumen piramide.

2
. Za koju vrijednost brojeva x i y je izraz 4x + 9x” -

. Dat je konveksan deseterokut . Koliko je ukupno trokutova

odredjeno vrhovima datog desetokuta.

. Produkt dva troznamenkasta broja zapisuje se samo po-

moéu nekoliko znamenki 7. O kojim troznamenkastim
brojevima je rije&?

VIill RAZRED
r

- 12x + 30y + 1987 najmanji? Koliko iznosi najmanija
vrijednost dateg izraza?

. Nacrtati graf funkcije: y = Ix = IxII .

. Dijagonale stranica kvadro su 15 cm,‘ﬂal cm i\)544 cm.

Odrediti oplo¥je i volumen kugle opisane oko datog
kvadra.

U trokutu ABC date su visine BD i CE. Dokazati da je

X ADE =X ACE +X.CBD.

. Cetrdeset krava popase jednu livadu za 50 dana. Kolike

dana €e datu livadu pasti 20 krava? Koliko krava moze
pasti na livadi 75 dana?
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R JETJSENIJA

OPCINSKO NATJECANJE

IV RAZRED

1. Mira je potrolila jedan dio, a Vesna 1 Nada tri puta vi-
fe. Prema tome Mira je potroiila 5280:4 = 1320 dinara.
Vesna je potro¥ila 340 dinara manje, dakle 960 dinara.
Nada je potroiila 5280-(1320+980) = 5280 -~ 2300 =
= 2980 dinara.

2. Neka je broj &amaca sa 8 sjediita x. Tada je malih Zama-
ca sa 5 sjediita 12-x, pa je 8 x + 5(12-x) = 75. Dakle
8x + 60 - 5x = 75, odnosno 3x = 75 - 60 = 15, pa je
x=5, Znati da velikih &amaca Ima 5(40 sjediita), a
malih 7 (35 sjediita).

3. Ako je stranica datog kvadrata dufine a, tada njenim uve-
€avanjem za 10 cm dobijamo dva pravokutnika Zije su
stranice a 1 10 i kvadrat stranice 10 em. Koko je povrilna

. Trazen! magiéni kvadrat dat 8 18 4

7. Rjeienje zadatka dato je na narednoj slici.

. Kako je 8/64<8/63<1/p<2/5¢

kvadrata poznata i iznosi 10-10 = 100, to je zbroj po-
vriinag pravokutnika 200-100 = 100, a povriina jednog
pravokutnika 50. Nepoznata stranica kvadrata je

a = 50:10 = 5 cm. Prema tome opseg kvadrata je 20

cm, a povriina 25 ecm*.

. U broju ****4 ymjesto zvijezdica moZe stajati bilo koji

¢etveroznamenkasti broj, pa kako Zetverozpnamenkastih
brojeva ima toéno 9000, to se i 9000 peteroznamenkas-
tih brojeva zavriava znamenkom 4.

U broju 7***7 umjesto zvijezdica moZe stajati bilo koji
broj poZevii od broja 000 do 999, a takvih brojeva ima
togno 1000, pa to&no 100D brojeva poéinje i zavriava

sa znamenkom 7.

je na slijedeéoj slici, ali
je mogué i drugaéiji raspored
brojeva. 6 0| K

5. 2
V RAZRED

6212

. Kako je ostatak pri dijeljenju broja 523000 brojem 504 =

= NZD(7,89) jednak 352 to su traZeni brojevi jednaki:
523000-352+504+6 = 523000+4510~-352 = 523158 | 523156+
+504 = 523662,

Najveéi moguéi broj dijelova je 11.

<1/2 to je 1/6<1/p<1 /2. |z do~
bijene jednakosti je ogigledno
2¢<p¢8. Kako je p prost broj to
datu nejednakost zadovoljovaiju
samo brojevi 3.5 i 7.

S1. 3

. Kako je 528 = 24'3«”, to jedna od znamenki broja 528

mora biti 11. Oé&igledno je 11 dvoznamenkast broj i ne
moZe biti znamenko, pa prirodan broj éiji je produkt
znomenki 528 ne postoji.

", Oéigledno je z najmaniji od traZen ih kutova. Njegov
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komplementni kut y = 90 = z, a kut kojl je suplementan
sa y je x = 90+z. Kako je zbog uvjeta zadatka 90+z-
-(90=z) = 90-z~z, to je 2z = 90-2z, odokle je 4z = 90,
a samo z = 22,5 stupnjeva. Dakle y=90-z=67.5 i
x=90+2=112.5 stupnjeva.

VI RAZRED

Prije skraéivanja racionalan broj - 4/7 je imao oblik

- 4k/7k (k je cijeli broj). Kako je =4k + 7k = 885, to
broj k izra&unavamo iz jednadibe 3k = £85 ili k=295,
Prema tome nal traZeni razlomak je =4¢295/ 7.295 =

= - 1180/2055.

Kada se iz punog bureta prelije 1/6 tekuéine buretu o-
stane 5/6 tekuéine. Ako odlijemo jo¥ 2/3 ostatka odlili
smo joi 5/9 tekuéine, ¥to zajedno sa 1/6 koja je vet od-
livena iznosi 13/18 tekuéine. Kako u drugo bure stane
upolo manje tekuéine to se iz prvog prelilé 48 litara

ili 4/18 vkupne koliZine tekuéine. Dakle 1/8 tekuéine
iznosi 12 litara. Volumen velikog bureta je 16«12 =

= 216 litara, @ u manjem buretu je upola manje 108
litara.

Kut ACN jednak je kutu CED, kao
kutovi sa-paralelnim kracima

(CN 1l DE). Kut CDE jednak je
kutu MDB kao kutovi sa zajedni-
&kim i okomitim kracima, a kut
MDB jednak je kutu NCB kao ku-
tovi s paralelnim kracima. Kako
je kut NCB jednak kutu ACN to
je 1 kut CDE jednak sa ACN. Da-
kle kut CED jednak je kutu CDE, D
pa je trokut CDE jednakokraan.

4. Trokutovi ABD j ACE su sukladnj:

AB = AE, AD = AT 1 XBAD = 90+ §l: & A
+x = XCAE. Iz sukladnosti zaklju-
Zujemo jednakost BD = CE.

5. Ukupan broj moguéih inicijala je 30-30=900, jer 30 po-

Zetnih slova imena kombiniramo sa 30 poetnih slova
prezimena. Sve uZenike podijelimo u 900 klasa tako da
se u istoj klasi nadju-oni koji imaju jednake inlcijale.

Kako je broj uéenika 1111, a broj klasa 900, to se bar

u jednoj klasi nala

Kako je 1111:3465=3(13) (ostatak je 13) to v jednoj od
wotenih 346 klasa ima bar 4 uéenika. To znaéi da bar

4 uéenika v skoli s
Al

Kako ieofrokuf ABT
TAB=30° to je AM=

Tada je MC=3- M1=

60°, pa je iz_pravokutnog trokuta y
CMC”* visina CC” jednaka 12 F‘ /2 A i 5
na

ze dva uvéenika.

lave rodjendan istoga dana.
RAZRED

pravokutan i kut
MB=MT=4 cm.
12 em. Kut CMC~

.‘»F em. Prema tome povri

trokuta ABC je s.s\[? /2 = 24 J‘a’ sl. 6

‘. Ako je kut ACB jed

onda je obodni kut
pa je srediinji kot

Kako je trokut AOB istostraniéan to

ie AB = AO = BO =

nak 150°, C
AXB jednak 3(}:,
AOB jednak 60°.

10 em. Povrii-

na kruga opisanog oko trokuta je

p = lOGIcmz.

§lai?

X
Neka je \[5 = p/q gdje su p i q vzajamno prosti cijeli
brojevi. Kvadriranjem se dobija da je:

2 . 2
p /9" =5, pa jep

pa je djeljivo sa 5

= qu. Dakle 92 je dieljivo sa 35,
i p. Kako je p=5k, to se zamjenom u

prethodnu jednakost dobija

(5%)2 = 5q2 ili 25k% = 59°.
Odavde je q2 = 5!:2

2

, PO je q2 djeljivo sa 5, 3to 2haéi

da je i g djeljivo sa 5. Zakljuéujemo da je zajednicki
dieliteljza p i g broj 3 3to je suprotno pretpostavci da
su oni uzajamno prosti. Dakle i pretpostavka o racio-
nalnosti brojay5 nije to&na.

1. Ako je p prost broj

veéi od 2 onda je p neparan broj

(ako bi bio paran bio bi djeljiv sa 2, pa ne bi bio prost).

Ma koja potencija

brojo p je takodje neparan broj, a

isto vazi | za ma koju potenciju broja 1967 . Kako je
zbroj dva neparna broja paran fo je broj

1987
P

+ 1987P

takodje paran, dakle i sloZen. Kraj dokaza.
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5. Ako dati kvadrat podijelimo na 5¢5.= 25 kvadrata po -
vriine 1 ¢m, tada se zbog 57:25 = 2 (7) u bar jednom
od malih kvadrata nalaze bar 3 date toéke.

Vill RA ZRED

1. Ako je kut pri vrhu jednokokra&~-
nog trokuta jednak 30°, onda fe
sreditnji’ kut 60°, pa je trokut
AOB istostraniéan. Dakle osno-
vica trokuta je jednaka polumje-
ru i iznosi 12 em. Visina trokuta
je jednaka zbroju visine istostra-
ni&nog trokuta 6 y3 i polumijera
kruga 12 i iznosi 6(2+ {3 ) cm.
Iz Pitagorinog teorema dobijamo

AC=BC= 12124- 93 cm. Prema
tome opseg trokuta je
(24#2-!»03 +12) cm, a povriina
fe 35(2+ |f3) cmZ.

2. Konstrukciju izvodimo primjenom metode presjeka skupova
totaka. Kako su date toike A | B tofke traZenog kruga,
to se srediite kruga nalazi na simetrali duZine h S
druge strane traZeni krug dodiruje dati krug u to&ki B
pa se sredifte traZenog kruga § nalazi u presjeku simetra-
le duzine AB i duzine OB. Zadatak ima riefenje uvijek
kada se pravci OB i simetrala duZine sijeku, a to je u-=
vijek osim v sluZaju da je totka A na tangenti datog kru-
ga kroz B, jer bi tada pravac OB i simetrala duZine AB
bili paralelni.

Sl. 8

3. Ako je f(x)=2x=1, tada je f(g(x))=2g(x)-1=6x+3. Dakle
2g(x)=6x+4, pa je g(x)=3x+2.

4. Ako je p prost broj veéi od 3 onda je p oblika 6k+1 ili
6k=1, pa jo , +..2 2+
P H11=(6k=1)" + 11 = 36k“=12k+1 + 11 =

2+
= 35k"=12k + 12, a to je okigledno djeljivo sa 12.
11 RIESENJE: Poznato je da je p2 - 1 djeljivo sa 24. Kako
. 2 2
jep *+ 11 =p" -1+ 12 tvrdjenje je oéigledno.

Kl ]

W

.Kukoltx2+y2=2x, ioiax2-2x+l+y2=1,

to je (x-l)z-l- y2 =1, Zbroj dva kvadrata cijelih bro-
Jeva jednak je jedan, ako je jedan od njih 0, a drugi

| 11i obrnuto. Prema tome razlikujemo slijedeée mogué-
nosti:

(x=1)2= 01 y2= 1, pa fe (x,y) = (1,1) ili (x,y)=(1,-1);
(=) 1 y2 =0, pa je (x,y) = (2,0) ili (x,y)=(0,0).
MEDJUOPCINSKO NATJECANJE

IV RAZRED
Kako je oploije kocke 96 t:m,2 to je povriina jedne njene
strane 96:6 = 16, O&igledno je str?‘nfca kocke 4 cm, pa
e njen volumen V = 4-4-4 = 64 cm®.

97.11 = 97

97
1087

. Satovi ée pokazivati isto vrijeme kada se obje kazaljke

ponovo poklope, a to je kada onaj koji napreduje dosti-
gne "napredak” od 12 sati. Kako je 12 sati = 720 minu~-
ta, za to &e mu trebati 720:3 = 240 soti= 10 dana.
Prema tome satovi &e ponovo pokazivati isto vrijeme
tek 14, aprila 1987.

. Ako se dvoznamenkastom' broju x sa lijeve strane dopiie

znamenka 7 tada se taj broj uveéa za 700 i iznosi
700+x. Kako je novodobijeni broj za 26 puta veéi od
polaznog dobijamo jednadZbu 26ex = 700 + x ili 25x =
= 700. Odavde traeni broj x = 700:25 = 28.

Raspored toZaka dat je na
slijedeéoj slici. si. 9

V RAZRED

Kako je 1000 djeljivo sa & to &e neki broj biti djeljiv
sa B ako mu je troznamenkasti zavrietak djeljiv sa 8.
U nalem slu€aju troznamenkasti zavrietak broja

444, ,.4444 je 444, Kako 444 o¥igledno nije djeljive
sa B, to ni broj 444...444 nije djeljiv sa 8.

37
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2, lva zo jedan dan zavrii 1/18 posla, a Iva i Laza za-
jedno 1/12 posla. Znadi da Laza za jedan dan zavrdi
posao koji je jednak 1/12 - 1/18 = 1/35. Dakle Laza
bi taj posao zavriio za 3% dana.

3. Do bi broj bio djeljiv sa ? mora mu zbroj znamenaka
biti djeljiv sa 9. Ogigledno je to moguée samo u slu-
€ajevima kada su znamenke trafenog &etveroznamenka-
stog broja: (1,2,3,3) i (2,2,2,3). Trazeni brojevi su
dakle 1233,1323,1332,2133,2313,2331,3123,3132,
3213,3231,3312;3321,2223,2232,2322 i 3222 i ima
ih ukupno 16.

4. Srediite traZenog kruga S leil na simetrali s kuta aOb
i na okomici n iz to¢ke A na pravac a. Prema tome §
se dobija u presjeku pravaca n i s.
Postoje dva rjef¥enja, jer postoje dvije simetrale kuta
aOb (simetrala ¥iljastog | simetrala tupog kuta).

5. Kako su nazivnici razlomaka jednoznamenkasti v obzir
dolaze samo kombinacije: x/2 + y/% = 11/18 ili 9x/18+
+2y/18 = 11/18, tako da su traZeni razlomei 1/2 + 1/9.
Druga moguénost je x/3 + y/6 = éx/18 + 3y/18 = 11/18,
ali je ona oZigledno nemoguéa jer éx + 3y nikada nije
11. Treéa moguénost je x/6 + y/? = 3x/1E + 2y/18 =
= 11/18, a ona je moguéa za x=1 | y=4 pa je drugeo

rielenje 1/6 + 4/9 = 11/16,

VI RAZRED

1. Prvi radnik za | minut uradi 1/30 posla, drugi 1/60 po-
sla, a tre€i 1/180 posla. Ako rade svi zajedno za 1 mi~
nut €e uraditi 1/30+ 1/60+ 1/180 = 10/180 = 1/18 po-
sla. Prema tome cijeli posao &e bitl uraden za 18 min.

2, Otigledno da 4/7 prve, 3/4 druge | 4/5 trete cisterne
predstavljaju jednake volumene. Neka |e ta] volumen
jednok x. Tada je volumen prve clsterne x + 3/4%, vo-
lumen druge je x + x/3, a volumen tree e x + x/4.
Ukupni volumen svih cisterni [e 4x + x/3 = 13x/3 = 1560
litara, Dakle x = 360 litara, pa |e v prvo] clsternl bi-
lo 630 litara, u drugoj 480 litara, a v treéo} 450 litara.

3. Razlomak 24/(3n=-4) je prirodan bro| samo kada se 3n-4
sadrii v 24, odnosno ako 3n-4 vzima jednu od vrijednosti:

38

1.

a

1,2,3,4,6,8,12,24. Tada je 3n jednako 5,6,7,8,10,
12,16,2¢, O&igledno da 3n moZe biti samo 6 il1 12,
pa je n=2 ili n=4,

Neka su A“,B”,C-srediita
stranica R,d,ﬁ, i neka
su E 1 F centri kvadrata
ABMN | ACPO, a «CAB = x.
Tada ja A°C*=1/2 AC (kao ___
srednja linija), o B°F=1/2 AC,
pa iz dobijenih relacija sli-
jedi da je A7C-=B"F. Sligno
i A78°= 1/2 KB-C7E.
ﬁA‘B‘F = 90 +x=X A’C’E.
O¢igledno je da su trokuto-
viA“B“F | A°C’E sukladni, pa
iz sukladnosti zaklju&ujemo
da je A’E = A°F, P Q
sl. 10

Kako je XAKD = XDKC i kako
jeX{ AKD = XKDC (kao kutovi

sa paralelnim kracima) to je |

£ DKC =ﬁKDC, pa je trokut

CDK jednakokra&an. Ako je

S srediite dutine KD, onda je
T3 simetrala osnovice 'K‘b,%
je okigledno T8 okomit na . A K B

VIl RAZRED si. 11

Ako je nepoznata kateta b, onda je nepoznata hipotenuza
b+16 pa zbog Pitagorinog teorema vazi jednakost:

242 + b2 = (b+16)? odakle se poslije kvadriranja dobija
da je 32b + 256 = 576 il1 32b = 320,a samo b=10 em.,
Povrilna trokuta je 120 em? a povriina kruga 169X cm™.

Povriina novodobljenog kvadrata
jednaka Je: 1....._____.,.___|_

ab+ a2+ b3 gb = (a+8)? =109, al a2 @ |
Odavde |e oéigledno atb = 10 cm,
pa |e opseg dobljenog Zetveroku=
ta 4(atb)= 40 em. Ako su stranice il e 52
pravokuta a I b cjelobrojne najma-
nju povrilnu ima pravokutnik sa stra-
nicama 1 1 9 | ta povriina Iznosi

9 cm?. a b

S51. 12
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3. Ako je cijena biljeinice s onda cijena gumice g jed~
naka 4/5s. Ako je cijena olovke o onda je g=5/40.
Kako iz dobijenih relacija slijedi da je s= 5/4g i
o= 4/5g, to olovko, gumica i biljeZnica ko¥taju
4/5+ 1 + 5/4 = 61/20 gumice ili 1/20 cijene gumice
ie 610:61 = 10 dinara, a gumica ko¥ta 200 dinara.
Tada je olovka 160 dinara, a biljezfnica 250 dinara.

4. Oligledno je AB= 6cm, AD=12
cm, a BD=6 {3 cm. Kako je
trokut ABD pravokutan to je
povriina baze B= 6+5 VB—/Z a

to je B= 18 VS_cmz. Volumen
prizme je V = 1843 .6 = 108.{3.

Oplodje prizme je P = 2:B+M =
36 (3"'i 2.13) cm'z.

5. Ako 6 mjesta za stolom redom obiljezimo slovima A,B, C,
D,E,F onda na mjestima A,C,E sjede djeZaci, a na mje-
stima B,D,F djevojéice. Dje&aci se mogu rasporediti na
vkupno 3:2+1 = 6 naéina, a djevojéice takodjer na 6
nadina. Ukupan broj moguéih rasporeda je 6+6 = 36,
Ako djevojdice sjede na mjestima A,C,E, a dietaci na
mjestima B,D,F onda imamo jo¥ 36 na&ina pa je ukupan
broj moguénosti 35 + 35 = 72,

VIIl RA ZRED

1. Ako je opseg romba 6& cm, onda je jedna njegova stranica
68:4=17 ecm. Kako se dijogonale odnose kao 15:8 to se |
niihove polovine odnose kao 15:6, |z Pitagorinog
teorema |e

(15x)%+ (8x)2 = 225x%+ 64x?= 289x2 = 239,
¥to zna&i da je x=1, pa su dijagonale m=16 i v=30.

Sli¢an mnogokut ima 2 puta veéu stranicu, pa i dva

puta vele dijagonale. Znadi da je njegova povriina

32:60/2 = 960 cm?.

2. Kako je n® = 1987n = n® = n - 1986n i kako je 1986
djeljivo sa 6, to je dovoljno dokazati da le lzraz
n = n
= n(n=1)(n+1) djeljiv sa 6. Kako su n=l, nin+l tri vza-
stopna prirodno broja to je njihoy produkt dieljiv sa 6.

. Neka 3¢ AM = x, tada |e c

MB=21-x., Primjenom Pitagori-
nog teorema na trokutove AMC
i BMC doé_ad se da je x=5cm

a_visina TM=12 ¢m._Kdko je MN

=AN -AM dobija se MN = 5.5

cm. DuZina PQ@=1/2 AB = 10.5 X

cm. Povriina trapeza je (10.5 A M N ]
+ 5,5) 6/2 ili P = 48 cm% sl. 14

Kako je PQIIAB i kako je ABLCTM, to je i PO okomita

I raspolavlja duZinu ,‘Lco]o trokut CMQO_ jednakokra-
&an. ZakljuZujemo da je M@ = €Q = 1/2.AC = PN, pa
je Eetverokut MNPQ jednakokra&an trapez.

Neka su brojnici traZenih razlomaka x i y. Tada |e o&i-
gledno x/3 + y/5 = 73/15 ili 5x/15 + 3x/15 = 73/15,
Odavde je 5x + 3y = 73. Kako x i y moraju biti priro~
dni brojevi rijefavamo dobijenu Diofantsku jednadZbu .
Jedno njeno rjeienje (x,y) = (14,1), a sva rjeienja su
tada data formulama: x = 14 = 3t i y = 1+5t, gdje je ¢t
ma koji cijeli broj. Kako x | y moraju biti veéi od

0, to v obzir dolaze parovi: (14,1), (11,6), (8,11),
(5,16) 1 (2,21), pa takvih razlomaka ima to&no 5.
14/3+1/5, 11/3+6/5, 8/3+11/5, 5/3+16/5 | 2/3+21/5.

2+2r.|b+ b2-9,

Ako e a+b=3 1 a-b=2, (a+b)? = a : At
pa ienz+bz=5. Tada je (az'Fb )2"0 + 2a” b° +
b* = 25, pa je ot + b* = 25 - 202 b2 = 25 - 2.4 = 25-
-8=17,
REPUBLIEKO NATJECANJE
VI RAZRED

Ako je zbroj brojeva a,b,c od broja a veéi za 5/2 to
znoéi do je b+tc = 5/2, Slié¢no zakljudujemo da je a+c=
= 59/6 i atb = 5/3. Tada je oZigledno (btc)+(atc)+
+(atb) = 5/2 +59/6 + 5/3 = 14, a to znaii da je

atb+tc = 7, Dakle a =7 - 5/2=9/2, b=7 - 59/6 =
~17/6ic=7<«5/3=16/3.

. Ako se iz balona odlije 1/4 alkohola i dolije voda v

balonu se trenutno nalazi 1/4 vode i 3/4 alkohola. Ka-
da iz balona odlijemo 1/3 tekuéine odlili smo 1/12

a“
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vode, a bolonu su ostale 2/12 = 1/6 vode. Dolijevanjem
1/3 vode u balonu €emo imati 1/6 + 1/3 = 1/2 vode, pa
vode | alkohola ima podjednako.

A’ 1 B” nalaze na krugu &ije
ﬁsrodllr. poloviite duZine

. Koko je A"B* tetiva tra=-
fenog kruga srediite O se
nalozi | na simetrali duZine
A“B-.
Konstrukelja: Najprije se
konstrulra pravac s - simet-
rala duzine A"B: Presjek pra-
vaca p | s je traeno srediite sl. 15
kruga O. Sjeciita kruga
k(O,r=0A°=0B”) | datog pravca p odredjuju vrhove A | B.

Otigledno fe EM = b/2 (kao

srednjlca trokuta ACD). D c

Isto tako je | NF = b/2 (kao

srednjica trokuta BCD). . Dak-

le MN = EM+NF = b/2 + b/2 = E

b, Zakljudujemo da je sred— N

niica trapeza-du%ina EF = TM + Sl. 16
+MN+NF = 2MN = 2b. Kake
je EF = 1/2(AB + TD) dobijamo A B
da je 2b = 1/2(AB+b) 1li

4b = AB + b, Odavde e o&igledno AB = 3b = 30 em.

Produkt dva troznomenkasta broja veéi e 111 jednak od
100.100 = 10 009, a manjl od 1000-1000 = 1 000 000,
pa je o&ligledno 1li peteroznamenkast Il festeroznamen-

kast. Ako |e produkt peteroznamenkast onda |e on 33333
= 311111 = 3+41:271 = 123.271 ,

Ako je produkt iesteroznamenkast onda je on

333333 = 3111111 = 31111001 = 3+3:37-71113 =

= 33:7:11-13.37, Mogute su slijedete kombinaclije:
(33:7+11)+(31113) = 777-429.

VIl RAZRED

Iz trokutova ACD | BCD primjenom Pltagorinog teorema
dobija se da Je AD =5 cm | =9 em, a visina TD=12
cm. Kako je =PBE = 7cm§fo je DE = 7-5 = 2c¢m, pa
e iz trokuta CDE duzina CEZ = 144+4 = 148, odnosno
=2 F’ cm. Kako je trokut CDE pravokutan fo |e

3.

. Otigledno je kut xACB = 60°

polumjer opisanog kruga polovina_hipotenuze, a po-
vriina kruga je data P = 37 Tt ecm

a £AMC= 100°. Kako je AM=MC
i kako jefABC= 1/2 XAMC to
je taika M o&igledno srediite
kruga opisanog oko trokuta ABC
pa su traZeni kutovi AMB =

= 2 xACB= 120° i LBMC =

= 2XBAC = 140°.

Kako je povriina istostraniénog
trokuta ACV 14 |3 cm®, to je
AC=CTV=AV= 2|14 cm. Tada je
visina piramide H= 2 VTT /2=
=142 c¢m. Osnovna ivica a pi=-
ramide se dobija iz jednakosti

afZ=2 =2 cm. Bo&na
visina Iiumida = (Y7 )<+
+ | )5 = 7+42 = 49, pa je

h = cm.

Povri¥ina baze je B= (2 ﬁ}2=

= 28 ¢cm2, a povriina omotada M = 4-2”- 7/2 = ZBﬁ
2 A o g

ecm%. Dakle oplo¥je piramide je P gs (1+y7 ) em®, a

volumen V = B-H/3 = 28 M/G em”,

Deset tofaka odredjujuv 10-9/2 = 45 razli&itih duZina.
Fiksirajmo proizvoljnu duZinu i vodimo da ona pred-
stavljo bazu za 8 raznih trokutova. Dokle ukupan broj
trokutova je 458 = 360, Kako je svaki trokut radunat
3 puta (naprimjer trokut ABC raZunat je prvi put sa
bazom AB, drugi put sa bazom AT 1 treél put sa bazom
BC), ukupan broj trokutova odredjenih vrhovima dese~
tokuta 3560:3 = 120.

Produkt dva troznamenkasia broja veéi je ili jednak od
100.100 = 10 000, a manji od 10001000 = 1 030 090,
pa je ofigledno ili peteroznamenkast ili ¥esteroznamen=-
kast.

Ako je produkt 77777 = 711111 = 7.41.271 = 287-.271,
jer su svi brojevi (7,41,271) prosti.

Ako je produkt 777777 = 7=111111 = 7+111 1001 =

= 7+7411:13:3:37 onda oiigledno nema rjefienjo. Najma-
nii troznamenkast broj koji se mote formirati od datlh
faktora je brof 111, a najveéi 777. Kako je v oba slu-
¢aja drugi faktor (7007 odnosno 1001) &etveroznamen=-
kast to ne postoje troznamenkasti brojevi &i]i je
produkt 777777.
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VIll RA ZRED

1. Kako je 4x2 + 9y2 = 12x + 30y + 1987 = (2x-3)2 +
+ {3x+5)2 + 1987 - 9 - 25 to je najmanja moguéa vri-
jednost datog izraza 1953, jer je najmanja vrijednost

izraza (2x-3)2 i (3y-5)2 jednaka nuli. Dati izraz ima
najmanju vrijednost 1953 ako je 2x-3 = 0 | 3y+5 = 0,
a to je za x= 3/2 i y= -5/3.

2. -x za x<¢0 x=(-x)=2x za x<0
Ixl =4 0 za x=0 x-Ixi={ 0-0 =0 za x =0
x za x>0 x=x =0 za x >0
Dakle
[I?xl = -2x za x<0
ER AT za x 50
3. Neka su ivice kvadra a,b,c. Tada je u2 + bz = |5,

b2 + ‘2 = 4811 & 02 = 544. Zbrajanjem dobijenih je-
dnakosti dobijamo da je 2(aZ + b2 + c2) = 1250. Odavde
je okigledno a2 + bz + c2 = 02 = 625, pa je velika
dijagonala kvadra D = 25 cm. Polumjer kugle je

R= D/2 = 25/2, pa je povriina kugle P = 62597 c¢m”, .a

volumen V = 15625/6 % cm®.

4. Trokutovi ACE i ABD su sli&ni
(jer imaju sva tri kuta jednaka:
kut kod A zajedni&ki, kut kod
D i kut kod E pravi). Iz sliéno-
sti zakljudujemo da je AB:ACT =
AD:AE. To znaéli | da su troku-
tovi ABC i AED sli&ni (kut A

zajedni&ki i stranice proporci-
onalne AB:AT=AD:ATE), Iz sli&nosti
je X ADE = ABC =i L AED = XACB = /', Kako je 4
ACE= 900 -LiX CBL = 90° -*to je njihov zbroj X ACE+
+ A CBD = 90%-cL+ 90°-f= 180°%- (&+)*) = & =L ADE.

5. Ako 40 krava na jednoj livadl pase 50 dana onda popase
2000 porcija trave. Na istoj livadi 60 krava za 30 dana
popase 1800 porcija trave. Znaéi da je za 20 dana na
livade narasla trava za 2000-1800=200 porcija ili da

svakog dana naraste 200:20 = 10 porcija trave. Kako
je poslije 30 dona na livadi bile 1800 porcija trave
to znaé&i da je na poéetku poie na livadi bilo
1800-30¢10 = 1500 porcija.

Neka je 20 krava livadu paslo x dana. Tada je popa-
slo 20 x porcija. Za x dana na livadi &e biti 1500+
+10x porcija trave, pa je oZigledno 10x = 1500, a
samo x = 10 dana.

Neka je y krava paslo no livadi 75 dana. Ukupan broj
porcija je 75y, a koliéina trave 1500+75.10 = 2250
porcija. Dakle y = 2250:75 = 30 krava.
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KLUB MLADIH MATEMATICARA “"ARHIMEDES"
X111l MATEMATICKI TURNIR

23. 05, 1987.

V RAZRED

1. Koje od slijedeéih re&enica (formula) su to&ne, a koje
nefoéne? lza toéne reZenice (formule) napi¥i na odgo-
varajuéoj crti rijeé¢ "to&no", a iza netolne - rije&
"neto&no".

a) {1,2}<{1,3,4

b) {2)={1,2

) 2.<{1.9

d) 2e{1,2

o) {1,2) n {2} =2
H 1,2\ 0,3,4 = (1)

2. a) Napiil najmanji troznamenkasti broj koji je djeljiv
sa 3, a prva znamenka s lijeva mu je 7.

b) Napi¥i najveéi peteroznamenkast broj koji je dieljiv
sa 9, tako da mu prva znamenka (s lijeva) bude 3, a
sve znamenke da su razli&ite.

3. Sta je vete: {-z-g% ili -:—g—g; ? Utvrdi to na ¥to jednostav-
nijf na&inl
Objainjenje:

4. Odredi razlomak s nazivnikom 6 koji je veéi od % i
manji od g .
5. lzradunaj:
a) 0.43 + 0.6 =
b) 31.8 - 1.76 =
c) 0,45 : 9 =
d) 0.45- 40 =
e) 3.8+ 1,2+5 =

RO

6. lzvrii traZena preraunavanja (pretvaranja) navedenih
imenovanih brojeva.

a) 136 m=....00iuunsacm
b) 5ha 70= ....0evveu..ha
c) 48 minuta =..........s0¢ti

7. Napili izostavljene brojeve tako da se dobiju toZne

redenice:

a) Ako je x+5 = 5, ondao je X = seniinnnnnnnan
b) ako je y=-6 = 2, ondda je y = ...eiinrniinnnn
c) Ako je 2 = 6z, onda je z = ...iueiinnnnann.
d) Ako je v:0.3 = 100, onda je U = vvuvrnsnan

e) Ako je f__;_2=1|_62_’ onda jet= ............

8. Nacrtaj duZinu AB tako da je {ABl = 5 em. Nazna&i odnosno
napiii skup svih togaka duZine AB &ija udaljenost od toZke
B:

a) iznosi 2 cm ili 3 em;
b) nije veéa od 3 cm;
c) nije manja od 2 cm.

9. Na kojim od slijedeéih crtefa su figure simetriéne u odno-
su na pravac s, a na kojim nisu simetri&ne?

IU/B d/'V 1 A0 OQ

10. Koje sve geometrijske figure (kao skupovi tofaka) mogu
biti presjek:
a) pravea i konveksnog kuta,
b) pravea | nekonveksnog kuta.
Svaki odgovor(riefenje)prikaZi (ilustriraj) crtefioml!

11. a) Na koliko se na&ina u razredu od 30 véenika mogu
izabroti predsjednik razredne zajednice i sekretar
razredne zajednice?

b) Na koliko na&ina se u razredu od 30 uéenika mogu
izabrati 2 delegata za razrednu zajednicu?

12, Koliko na ovom crtefu ima kvadrata, a koliko pravokutni=
ka (ra&unajuéi i kvadrate)?

Si. 2
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13. Na nekom natjecanju sudjeluje n ekipa. lgra se"na
ispadanje”, tj. svaka ekipa ispada iz daljeg natjecanja
poslije prvog poraza. Nerjefenih rezultata nema. Ko-

liko utakmica treba da se odigra no tom natjecanju da
bi se dobio pobjednik?

Objainjenje:

14, a) Koja je 100. i koja 1987. znamenka poslije toike u

decimalnem zapisu broja ; ?

b) Naéi neki ¥esteroznamenkasti broj koji pri mnofenju
brojevima 2,3,4,5,6 daje festeroznamenkaste brojeve
koji se razlikuju samo redoslijedom znamenki.

15. Jedna rijeka &iji je tok pravocrtan u promatranom dijelu,
protié¢e izmedju dva mjesta (A i B), nejednako udaljena
od nje. Odredi konstrukcijom gdje na rijeci treba sagra-
diti most, okomito na tok rijeke, tako da oba mjesta
budu jednako udaljena od mosta?

VI RAZRED

1. Koje od slijedeéih reéenica (formula) su to&ne?
a, ako je a 30
1) lal -a, ako je a0

a, ako je a>0
-a, ako je ag0

|
(2) lal ={
(3) lal =[°* ako je a0

-a, ako je a0

a, ako je a>0
0, ako jea =10
-a, ako je a<0

(4) lal =

_J2a, ako je a0
(8) lal¥a {O,Gko je a<0

_ ]9, ako je a0
(6) lal-a [-2 , ako je a¢0

(7) 1

oja

. 5 +1 , ako je a0
nema smislo, ako jea =0
-1 , ako je a<0
2. Napili redom (od najmanjeg do najveéeg) sve cijele bro-
jeve koji su veéi od -3 o nisu veéi od 2. Prikai ih i na
brejevnom praveu (kruziéima).

. Koje od slijedeéih formula (jednakosti) su to&ne, a

koje neto&ne: lza toZne formule napi¥i na odgovara-
juéoj crti rijeé "to&no", a iza netoZne - rijel
"netoé&no"

a) 0.43 + 0.6 = 0.49
b) 21.6 - 1.74 = 6,2
c) 0.3540 = 14
d) 1.8+ 1.25=7.8
e) 0.35:7 = 0.5

3 3.2 .1

. Dati su razlomei: -0,5; rid -lz .

a) poredaj ove razlomke po veliZini (od najmanjeg do
najveéeg)
b) Odredi zbir svih pet datih razlomaka.

. Cijena neke robe poveéana je za 20% i sada iznosi 420

dinara. Kolika je bila cijena te robe prije poskupljenja?

. Odredi cijele brojeva x,y,z tako da budu to&ne slijede~

te formule (jednadibe, nejednadibe):
a) x=8 = =5

b) 0.2sy= =1

c) 113<z+ §<ns

. a) U kojim sluEajevima tri duZine, &ije su duljine ovdje

navedene, mogu obrazovati trokut? Medju ponudjenim
odgovorima, zaokruii samo te sluiajeve.

(1) 3 ecm; 3 cm; 3 cmy
(2) 1.2m; 1 my 2.2 my
(3) 5m; 5my; 10 m;

(4) 1 cm; 3 cm; 4.5 cmy
(5) 5 cm; 45 cm; 45 cm;

b) Nadji opseg jednakokra&nog trokuta &ije su stranice
17 em i 7 em.
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8.

Koje od slijede&ih re&enica su to&ne? ZaokruZi brojeve
ispred takvih reéenica.

(1) Visina trokuta je pravac koji raspolavlja osnovicu
trokuta.

(2) Visina trokuta je okomica povu&ena kroz vrh trokuta,

(3) TeZidnica nije manja od visine trokuta povuéene iz
istog vrha trokuta,

(4) Svaki paralelogram je centralno=simetri&na figura.
(5) Svaki deltoid ima dvije osi simetrije,

(6) Oko tupokutnog trokuta ne moZe se opisati kruZnica.

9. Povriina paralelograma ABCD (za koji su podaci ubilje-

10.

115

12,

Zeni na priloZenoj slici) iznosi (zaokruZi to&an odgovor

ili ubiljeZi svoj rezultat): Sium

(1) 400 cmz
(2) 40 cm?
(3) 26 cm2
(4) 32 :m2
(5) 20 cm2

2 ! :
(6) e A Sem B
Odredi povriinu trokuta ABC na ovoj_slici ako stranica
kvadrata ABCD iznosi a = 4 cm (MD=MA i AN=NB).

D

M a

Sl. 4

“ 222221 333331
gfcl je vete: m ili m— ? Utvrdi to na ite
jednostavniji na&in.

Put od mjesta A do mjesta B biciklista je prefao brzinom
15 km na sat, a v povratku od B do A i¥ao je brzinom 10

km na sat. Kolika je srednjo brzina bicikliste na putu
ABA?

13. a) Ako je trokut ABC pravokutan, onda je sredifte hipo-

50

tenuze centar kruZfnice opisane oko tog trokuta.
Dokazati.

b) Ako je u trokutu ABC teZi¥nica, koja odgovara
osnovici - (najduZoj stranici), jednaka njenoj
polovici, onda je kut ACB pri vrhu (tj. kut no-
suprot te stranice) pravi. Dokazati.

c) Konstruirati pravokutni trokut ABC oko je data
njegova najduZa stranica-hipotenuza (c) i visina
koja joj odgovara (h). Sami zadojte duline c i

.

14, Dat je pravac p i ravnalo s razmacima od 1 ecm. Ko~
risteéi samo to ravnalo konstruirati neki pravac n
okomit na dati pravac.

P

15. Koliko no ovom crte2u (obi&na ¥ahovska tabla: Ex8)

ima vkupno: a) kvadrata, b) pravokutnika (ra&unajuéi

i kvadrate)?

51. 5

VIl RAZRED

1. Koje od slijedeéih formula (iednakosﬂ} su lod&ne za sve vri-

jednosti x 1 y? Zaokruii odgovarajuéi broj ispred

jednakostil

(1) (x+v}2 = x2+2xv+v2
(2) (x+9)? = xP4y?

(3) (x+¥12 = x2+xr+v2
(4) (x-y)? = xZexyty
(5) (x-y)? = x%-y?

(6) (x-y)? = xZ -xy+y?

51
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2. Na kontrolnom zadatku iz matematike 32% uZenika
dobilo je "5", 40% u&enika dobilo je "4", 8 uéenika
je dobilo "3", a ostali u&enici su dobili "2", Za
sve koji su radili ovaj kontrolni zadatak srednja ocje-
na je bila 3.9. Koliko je ukupno u&enika radilo taj
kontrolni zadatak i koliki je broj uéenika koji su do-
bili pojedine ocjene.

3. Stranice jednakokrainog trokuta ABC su: AB=16 cm | AC
=BC=10 cm. Kolika je povriina trokuta A,B,C, dobijenog
spajanjem srediéru stranica datog trokuta ABC?

31/\4

A Cy B
4. a) Samo jedan od slijedeéih iskaza je toZan. Koji.
ZaokruZi gal Mnogokut je pravilan:

!
51. 6

1) ako se oko njega moZe opisati kruZnica,
2) ako su mu sve stranice medjusobno jednake;
3) ako su mu svi unutra¥nji kutevi medjusobno jednaki’
4) ako su istovremeno ispunjeni uvijeti 2) 1 3), tf.
ako su mu sve stranice medjusobno jednake i svi
unutrainji kutovi medjusobno jednaki.

b) Koji od ovdje nacrtanih mnogokutova su pravilni?

5l. 7
5. Koliki je opseg Zetverokuta ABCD na slici? (Togke A,B,
C,kD)su sredifta stranica u kruZnicu upisanog pravokut-
nika).

[o]

8. Volumen jedne kocke je 1 mS,

. Kolika je dvZina kruinice opisane oko pravilnog

lesterokuta &ija je stranica 7 em? (Uzmi = 22/7)

5i. 9

. Duting AF = 2a podijeljena je to&kom C na dva jedna-

ka dijela, pa su nad dufinama AB, AC i BC, kao nad
polumjerima, konstruirani polukrugovi. Tako je dobi=
jena figura koja podsjeéa nao uveéani "zarez" (na sli-
ci osjenéena). Odrediti opseg i povriinu te figure

(v funkciptzpp

A

5l. 10

a) Kolika je povriina te kocke?

b) Kollka je povriina dijagonal-
nog presjeka te kocke? s, 11

Ravnina presjeca ivice AB, BC i CD trostrane piramide -
- tetraedra ABCD (ali ne u vrhovima = tjiemenima).

Koju ée jol ivicu sjeéi ta ravnina? Zaokruii to&an
odgovor medju ponudjenim odgovorima/

(1) AC, (2) AD, (3) BD, (4) nijednu, (5) jo¥
dvije ivice.

10. Promjer jednog kazana je 2 m,

a dubina 1 m (vidi slikul).
MoZemo |1 v njega usiti 3000
litara vode? Obrazloiil

5l. 12

11. U kupeu viaka (vagonskom odjeljenju) Ima & sjediita.

Na kolike se na&ina na tim sjediitima mogu razmjestiti:
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13

14,

a) 6 putnika,
b) 4 putnika,
c) 8 putnika (dva putnika ée uvijek stojati)?

Koliko na "fahovskoi" ploéi (odnosno kvadratnoj mreZi)
sa n x n polja ima ukupno:

a) kvadrata,

b) pravokutnika (raZunajuéi i kvadrate)?

Napidi odgovarajuée izraze (u funkciji od n). Provjeri
za n = 8,

Postoji |i pravokutni kvadar kod kojeg su mjerni brojevi
duina ivica (dimenzija) prirodni brojevi, a mjerni broj
povriine cijelog tijela prost broj? ObrazleZil

Pored zida okrugle sobe promjera 3 m na podu se nalazi
cvréak. On potinje da skade. Svaki njegov skok ima
duZinu 2 m, Naznalite na crtefu (sjenéenjem) u koje
sve tcZke poda sobe on mo%e pri tome dospjeti? Isto
pitanje, ako je pod sobe oblika kvadrata stranice 2 m,
a cvréak se u poZetku nalazi v samom “kutu" sobe

(u "éolku").

sl. 13
Kralj Artur ("Vetezovi okruglog stola"1) je trafio da
mu slikar oboji ¥tit, koji je imao oblik &etvrtine kruga,

s tim da budu tri boje: Zuta - boja dobrote (na crteZu
je taj dio ozna&en sa "Z"), crvena - boja hrabrosti
("C") i plava - boja mudrosti ("P"). Kada je bojenje
bilo gotovo, kraljev ¥titonola u %ali rete da na crtezu
ima vife hrabrosti nego |Ii mudrosti (C P). Medjutim,
slikar je lako dokazao do i jednog i drugog ima jednako

(C =P). Kako? U&inite to i vil

Vill RAZRED

. Koje od slijedeéih reéenica (formula) su to&ne, a koje

netoéne? lza toZne refenice napifi na crti zdesne
rlje& "to&no" ill znak T, a iza netoZne - rijed “netol-
no® ill znak 1.

(1) x<x2 za svako x¢ R
(2) (x+y}2 - x? 3 72 za svako x,y«R
(3) (x-y)z)ﬂ za svako x,yaR

(4) Ako je p prost broj, onda je
bro

(5) T(t<5)m(t>5)
(6) 23423

PI 986+P1 987 sloen

Relacija R zadata je pomoéu grafa (vidl sliku).
Utvrdite | onda odgovorite,
koje od slijedeéih reZenica
su toéne: ( zaokruiite toéne
odgovore):

(1) Relaclija R je refleksivna
(2) Relacija R {e tranzitivna
{3) Relacija R |e antirefleksivna b c
(4) Relacija R je antisimetriéna Sl. 15

Naplil kraée - ]adno:fovzlkoE("dzruéunu[") slijedeée
izraze:

(1) x+x+xtx = b, o
(2) 2x2 + 2x2% =

(3) (=2x3)e(=2x) =

(4) (-2x%)° =

(5) xexexex =

(6) 2x2 : (=2x) =

a) Dokazati da je 8868892-1111122 = 777777777777,
b) Rastaviti na faktore broj 249999

5. a) Odredi dopunu broja ’:—-‘ do 1.
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b) Kako se mijenja vrijednost razlomka -’;-—] kada

x raste?
c) Koliko treba da bude x, da bl se brojevi 1 1

-1
i—;—ruzlikovali sa manje od 0.001%7

6. Dali su date jednadibe ekvivalentne na skupu R? Od-
govori sa"dd" ili “ne" za svaki od datlh parova
jednad#bil.

{‘I)x=yix3=y3

2,.,,.2
(2) xB)(x =2x°3) _ 4 , 2,543

x +1
x=3 _ 3=-x
(3) =TTy 1 x-3 = 5-x
(4) (x+3)(x=3) = 0 i x+3 =0
(5) x2 =01 Ixl = 0.
7. Kojl od nacrtanih pravaca na ovoj slici predstavlja

graf koji odgovara jednad#bi 2x + 3y + | = 07
N 7]

2

N

AN

Sh. 16
8. Na donjim slikama unm I vanjsku konturu &ine

redom:

a) pravokutni trokut, b) pravekutnik, c) pravilni feste-
rokut, d) romb, e) krufnica,

Zaokru#l slova Ispod onih slika na kojima je figura koju

&ini unutrainja kontura sliZna figuri koju &ini vanjska
kontura.

AJCO L70

sl. 17

(=]

s
&
9. Na slici prikazano je grafi&ki
kako se mijenja put s (v metri- 32
ma) koji prelazi neko tijelo
pri jednolikom gibanju v zavis- 2
nosti od vremena t (u sekunda-
ma). *
Procita] sa grafa i upiii ¥to
je izostavlijeno v slijedeéim t
redenicama: sl. 180 r 2 3 4 5
a) za 1 sekundu tijelo je preilo......metara, za 4 -;-
sekunde preilo je.....metara. Za t sekundi ....
metara.

b) Put od | metra tijelo je preilo za....sekunde, a put
od 2 % metro za ....sekundi. Put od s metara tijelo

prijedje za......sekundi.

10, Ako véenik kupi 11 olovaka, ostaée mu 50 dinara od sume
koju ima, a da bi kupio 15 olovako nedostaje mu 70
dinara, Koliko je dinara u&enik imao i kolika je cijena
jedne olovke?

11, Rije¥i jednadzbu: x3+x2+x+l = 0.

12, Nacrtaj grafove funkcijo y = Ix=21 1y = =Ixl + 2,
Zatim odredi duZinu odsjetka koji je zajedni&ki za
oba grafa.

Yy

Sl 19

13. Jednom Marko refe Mariji: "Ja sam imao 3 puta vile
godina nego Ito ste vi imali onda kada je meni bilo
onoliko godina koliko je vama sada".

57
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15.

58

A Marija doda: "Kada ja budem imala telike gedina
koliko je vama sada, onda &emo zajedno imati 77
godina™.

Keliko godina sada ima Marko, a koliko Marija?

a) Dokazatl da za svako x | y vaZl nejednakest:
xz + yz)o.
b) Ako je p<C, gdje je C konstanta, koliko e max p?

c) Koji od svih pravokutnika, &lja {e dijagonala
d =10 ecm, Ima najveéu povriinu I kolika je ta
najveéa povriina?

Koliko na "¥ chovskoj" plo&l (odnosno kvadratno| mre%l)
sam x n polja (kvadratiéa) Ima ukupno:

a) kvadrata, b, pravokutnika (ra&unajuéi I kvadrate)?
Napliil odgovarajuée izraze (v funkcijl od m i n).
Provjerl za m=4 I n = 3.

R JE S ENJ A
V RAZRED

Prva grupa zadataka
1.d. 2. a) 702, b) 39870,

1985 1
3. Prvom razlomku do 1 nedostaje 1 - 1586 - 7985 ’ ° drugom do

1 nedostaje 1 = -:—-g-g-ér =

AT sk oo e 1738 2 THEE,
4. 3<3< B DI 5 12< 3 < 16mD =15 x=5.

TraZeni razlomak |e -:-

5.a) 1.03, b) 30.04, ¢) 0.05, d) 18, o) 9.8, f) :“.
6) @) 1360 ¢m, b) 5.07 ha, ¢) 0.8 h.

7) a) x=0, b) y=8, ¢) z = %, d) v=30, e) t = 4,

8) a) Par todaka: [M,N] , b) BM, <) AN.

9. Nijedna.
10. a) prazan skup, toéka, ciuiina, polupravac
\
\
b) pravac, dva polupravca, polupravac
!
[}

Druga grupa zadataka SL.20

11, a) 30-29 = 870, b) ﬁi.?i = 435,

12. a) 14 kvadrata, b) 35 pravokutnika.
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13. Poslije svake utakmice ispada jedna ekipo. Da bi se
dobio pobjednik treba ispasti n-1 ekipa, ¥to znali da
je odigrano n=1 utakmica,

14. a) 1) 1:7 = 0.1428571428571...
2) 100 = 6-16 + 4
3) 1987 = 6331 + 1
Sada se loko uvidja da |e 100-ta znamenka 8, a 1987-ma 1.

b) 142857.

15. Pretpostavimo da je zadatok rijefen. Neka je AMNB takva
Izloa_ldtnu linija da je AM=BN. Ako povuiemo BCIIMN i
BC=MN, totka M leiati &e nao simetrall dutine AC. A _

kako je MCBN paralelogram to e TM=BN odnosno AM=BN.

Opis konstrukcije:

Kroz B se povuie okomica na obalu rijeka | prensse njena

iirina d=BC. Zatim konstruiramo simetralu duZine AC i v

njenom presjeku sa m dobije se totka M. Iz toike M sada

spustimo okomicu na n | dobijemo to&ku N.

A

-~
Py

L r
Ck’ d R
N n
BL”//F slh. 21

VI RAZRED

Prva grupa zadataka

1. Sve su toéne.

2.a)-2,-1,0,1,2

k) -2 =1 0 1 2

4 + "
T T t

3. a) netoino, b) neto&no, c) to¥no, d) to&no e) netodno.

4oa) -1 <-05¢3< 3¢ g'

b) 0.

5. x+0.2x = 420
1.2x = 429
x = 350.
6. a) x=3, b) y=6, ¢) z = 76.
7.a) (1) i (5).
Zbroj dvije stranice mora bitl veéi od trete stranice. Zato
treéa stranica mora biti 17 cm. Opseg iznosi 17+17+7= 41 cm,
8. To&ne su (3) 1 (4).
9. 8.4 = 32, P = 32 cm?

10, Py= 16 crnz.
Pa.= 16 = (8+2) = 6.

P =6 cm2.
Druga grupo zadataka si. 22
222221 2 -]

V.V - yyrIy t TIIEIY T 88868y
, - 33333

3 6
= IIIII4 T TEEEEB

Prvi razlomak je veéi,jer mu manje nedostaje do 1.,

6 6
} = 355687 < §Eesen

12. Put od A do B biciklista je prejoo zo {=yx h, a od B do A
za t, = :—oh.Ukupno je putovao t = 1-‘5 +1'-5{-i h. Prema

tome, njegova srednja brzina je V_ = 2s :-2= 12 km/h.

13. a) Neka je ABC zadanl trokut u kﬂnm je C = vrh pravog
kuta, O - sredlite hipotenuze + M - srediite katete
BC. "edu je OM srednjica AABC, s druge strane
KT LBC =) OMLBC. Dakle, OM je simetrala dutine BT,
a kako | simetrala stranice AB prolazi kroz to&ku O, to
je O centar trokutu opisane kruinice.
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Sl. 23

b) Poito je OB = OA = OC, 'o su trokuti AOC i BOC je-
dnakokra&ni, te e L ACO = JOAC = | XOCB = XCBO
= B Tada &+A+ (K+m) = 1800 = pt+a= 90° $to je i
trebalo dokazati.

(- 2\
A [i] 8
Sl. 24

¢) Togka C mora zadovoljavati dva uﬂefo:
1) biti na rastojanju h od duZine .

2) pripadati kruznicl opisanoj oko pravokutnog trokuta
ABC‘

Opis konstrukcije:

Nacrta se duZina AB = ¢, konstruira se pravac pll AB na
rastojanju h od AB | opie se krutnica nad AB kao pro-

sl. 25

14. No zadanom praveu p odredimo duZine OA i OB duljine
1 ¢m. Proizvoljno povu&emo polupravce OL i OK i na njih
nanesemo duljinu od 1 em. Neko je toéka C presjek duZina
AK i BL, a H presjek pravaca AL i BK. Tada ée pravac CH
biti traZena okomica (OK i OL su visine trokuta ABH pa
je i CH visina istog trokuta).

K

#
A ol B\gi. 2
15. a) Ukupan broj kvadrata fe:
BeB+7+ 7466+ 505, 0uuurnnrnns t2:24121 = 204 (zaito)
b) Ukupan bro| pravokutnika je:

2.&?..259_ = 3636 = 1296 (zaito).

P

Vil RAZRED
Prva grupa zadataka

1. Toéne su (1) 1 (6).

2. 5.0.3x + 4-0.::. + 38 + 2(x=0.7x-8) _ 3.9

x

x = 40,

12 vZenlka |e dobllo peticu, 16 uZenika |e dobilo Zetvorku,
8 vienika trojku 1 4 vEenika dvojku.

=3.9.

3. Stranice trokuta A.IB'C' su: xlil =8ecm, K‘E] = 'lc'l = S5¢cm.,

1) T - A‘“‘]clz A D2 = 5%-4% = 25 - 16 = 92> T D=3,

2) P = KB, C;D = 4803 = 12 em?,

c
B, Ay

A &
4. 0) (4) si. 27

b) Pravilni su a, d.
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5. 1) R=5 (polumjer kruinice)

2) AD =0T = TB = BA = 5 (AD |e srednjica)
3) O = 4:5 =120 15. 1) 2'+c= 22+P = S

6. 1) r=a =7 cm,

2) O, = 2/F= 147 = 14-22

2
_ 1 X
._7._ = 44 em. 2) 22+C = 5 —z—r ——g—

3) 22+c=zl+c = Z'=22

7. 1) Polukrugovi sa promjerima AC | CB su sukladni.
2}0:%1+°1"-_+_?2:I_' = 2a%

3) P =5 (ax)

4) 21+c = ZI+P = C=P

VIill RAZRED

8. P =6m? 2 Prva grupa zadataka
Py=1"41m 1. ToZne su (3), (4) i (6).
9. (2) - AD 2, Togne su (2) 1 (4).
2 4 6 4
10. 1) r=lm, h=1m 3. 1) 4x, 2) 4x2, 3) ax*, 4) -8x°, 5) x*, €) -x.

2) VerFh=1-X1 =F
3) Vaw3.14 m° = 3140 1it.y 3000 lit.

4. a) 8838892-11”122= 1000001777777 = 777777777777,

b) 249999 = 250000 -1 = 5002-12 = 499-501 = 3-167-499.

Druga grupa zadataka 1

5.0) 5
11. a) 6+5-4.3.2¢1 = 720 b) rast
= ste
b) 6+5.4.3 = 360 c) x>1000

c) B:7-6:5.4-3 = 20160.

12. o) Kvodrata: 12 + 22+...+n2 6. 1) da, 2) da, 3) ne, 4) ns, 3) da.

b) Pravokutnika: "—!(i‘—} n_(nt1) R
Za n=8 imamo 204 kvadrata i 1296 pravokutnika.

7. Pravac broj 1.

B.a, ¢, d, e,

13. Neka su dimenzije kvadra a,b,ce N. Tada imame:
P= 2ab+2ac+2bc = 2(abtac+bc) - a to je djeljivo sa 2 i
2(ab+bctac) » 2.
Takav kvadar ne moZe postojati.

9.a)0.5,....2,25,......0.5 %,
b) 2,¢0:8,000.2 3.

10. 11x + 50+ 70 = 15x
x = 30
Imao je 380 dinara a cijana olovke je 30 dinara.

Druga grupa zadataka
1. x3+x2+x+1 =0

X2 (T (o)

=0
(x+1)(x2+#1) = 0
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Poito je x2+l? 0, imamo
x+l = 0 39 x= -1,

i x=2, x22

12, y = Ix~21 "{_14_2' x<2
-x+2, x>0

y = =Ixl + 2 ={ x+2, x¢0

Dufina odsjeika je 2/17. b

13. Neka je:
x = broj godina Marka
y = broj godina Marije (sada)

Rekao Marko: x = 3 [y-—(x-y)] , odakle je 2x=3y

Rekla Marija: x *J:x‘r{x-y)] = 77, odakle je 3x=y+77
Supstitucijom dobivamo:

2x= 3(3x=77) = x=33, pa je y = 22,

SR BOSNA I HERCEGOVINA

14, a) Slijedi iz (x-y}z) 0 za svako x,y.
b) maxP = C
c) 1)P =xy o 4
2) x2+y22100 y
3) x2¢y2).2xy A x 8 -
4) 10022P =>P¢ 50 s1. 31
5) maxP=50 za x=y=f5'0 = 5{!_.
15. a) Kvadrata: mn + (m=1)(n=1)+....+2(n=-m+2)+1 (n=m+1)

b) Pravokutnika:
m+(m+1) nn+l)
- 2 2
Za m=4 1 n=3 imamo 20 kvadrata i 60 pravokutnika.
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DRUSTVO MATEMATICARA, FIZICARA |

ASTRONOMA BOSNE | HERCEGOVINE
PODRUZNICA ZENICA

OPCINSKO NATJECANJE

V RAZRED

Rije¥it] u skupu cijellh brojava
12x-11 + 5¢8.
Lift se sa VI kata podigao 5 katova, zatim spustio 8 kato-

va, zatim podigao 7 katova, zatim spustio 4 kata i konaé~-
no se spustio u prizemlje (0 - kat). Sa kojeg kata?

Dat |e kvadrat ABCD &1jl je centar 5. .Dokazati do fe:
$X + 36+ §C + §B = 0.

Simetrijom u odnosu na pravac p trokut ABC preslikan je
na trokut BAC. Nacrta] trokut | pravac.

VI RAZRED

Od zbroja koji 1znosl A dinara potroienc je prveo %, zatim
i- ostatka | konaZno 20% novog ostatka. Ako je najnovijl
(posljednjl) ostatak 100 din, koliko je A7

Date su toike A(- g-} iB (g-)mbroiwnom pravcy, Konstruktivnim
putem naéi to&ky C (1).
Od tri jednakostrani&na trokuta stranice a saZiniti trapez,
Odrédi: 1. kutove trapeza,

2. srednjlicu trapeza.
Kutovi Zetverokuta u stupn|evima su: x, x + 10, x + 30,
x + 40. DokaZl da [e Yo trapez.
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VIl RAZRED

1. Opseg pravokutnika, &ije su stranice x | y, je 200, a po-
vriina mu je 634, lzrodunati vrijednost lzraza

x2y+ Xy .

2. Krugovl K‘ i K2 imaju opsege 27 1 10T . Ako je Klﬂ K?. =
{A] s odreditl opseg kruga K3 €1j1 e promjer jednak du-
£ini odredjenoj srediitima krugova I(I i KZ'

3. Krugu polumjeraruplii 1 opi¥l pravilni ¥esterokut. lzraziti
opseg | povrilnu oba festerokuta pomoéu polumjera r.

4. Vanjskl kut pravilnog n-terokuta fznosi T‘-‘g pravog kuta.
Koliko medjusobno po duljinl jednakih dijagonala ima taj
n-terokut?

VIl RAZRED

1. Kako treba sastaviti 12 kockl ivice a da bismo dobili kva-
dar najmanjeg | kvadar najveteg oploija? Naél ta oploija.

2. Noéi oploije jednog od stofaca &1ji razvijeni plait ima
opseg 20 + 207X.

3. Rijediti jednadibu po x:
(e +b) /(a+ 2b) + x/b =1+ b(b-x)/(a(a + 2b))
4. U svakoj od tri kutije A,B i C nalazl se po jedna kuglica:
i1 bijela ili plava ili crna. Na kutijama redom piie:
A - bijela, B - crna, C - bljela ili plava, ali nijedan

natpls ne odgovara istinl. Odredit! boju kuglice u svakoj
kutifi. :

REGIONALNO NATJECANJE
Vi RAZRED

1. Naéi bro| x od kojeg 3:6% iznosi: .
(3+ 4,2 :0,1) : [{I : 0,3 - 2’-‘5)00.3125]

70

Odreditl sve peteroznamenkaste brojeve oblika 34A5B
(A i B suznamenke)koji pri dijeljenju sa 36 imaju osta-
tak 2.

Dijele i broj a brojem b dobijemo koli&nik jednak 1 i
ostatak 200. Odrediti brojeve o I b ako im je zbroj 3774,

Mjere kutova Zetverokuta ABCD, u stupnjevima, su redom:
x+ 20, x ~ 20, x + 1001 x + 60, DokaZi da je &etverokut
ABCD trapez.

Konstruiraj trokut ABC ako je
a=6cecm, ba!"cmihbﬂScm.

Vil RAZRED

Dufline stranfca pravokutnika su fl_‘?37 + w737 i (1987 -
- {1787. Naél povriinu i duljinu dijagonale tog pravokut-
nika.

Osnovice trapezo su 12 cm i 10 em. Kutovi na veéoj osno-
vicl su 30° | 45°., Odrediti povriinu trapeza.

. Zbroj ma kojih pet uzastopnih prirodnih brojeva djeljiv je sa

5 ali nije djeljiv sa 25. DokaZil

. Za linearnu funkciju f(x) = ax + b znamo:

f(6) = 0 i f(x) = -3 povlaéi x =3 . Nacrtati graf funkcije
p(x) ako je g(x) = f(x) : 3 + 2.

Dijeljenik je o4 b4+l202h2, ostatak je IOuzbz, a djelitelj
je jednak koll&niku. lzra&unati djelitelj (koliénik).

VIl RAZRED
U morskoj vodi nalazi se 3 % soli. Koliko kilograma sla'ke

vode treba dodati u 40 kg morske vode da bi koli&ina seliu
mjefavini bila 2 %?

. Ako je v =1987 i k= 1787, a

- [02- s de ]
(200x + BOOD) : s + (x = 5):(s = 198) = x:(2s - 396) + 1

: vk, rije¥l jednadibu

. Odrediti uzastopne brojeve a i b oblika:

a=2¢n=3)e(n+ 1), b=(n=2)(2n = 1), pri Eemu je
n prirodni broj.

7
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4. U kvadrat stranice a upisan je luk sa centrom u vrhu kva-
drata 1 polumjerom a. U preostall dio kvadrata upisana je
krufinica polumjera r = 1. lzra&unatl a.

4. Dat je kvadrat ABCD i toZka E - sredina stranice AB.
Tozka S je presjek dijagonale AC | duZine DE. Odrediti
povriinu Zetverokuta BCSE ako je duZina stranice kva-

drata 12 em.
5. Kugla polumjera R je uplsana v uspravni stoZac visine H =

= 4R. Dokozatl da se oploija tih tijela odnose kao njlhovl

5. Jednakostrani&nil trokut ABC &ija je stranica a, zaklapa
volumeni.

sa ravninom R kut od 45° pri Zemu je jedna stranica tro-
kuta ABC paralelna sa R. Nacrtati ortogonalnu projekciju
trokuta ABC na ravninu R 1 naéi {oj povriinu.

REPUBLICKO NATJECANJE

Vil RAZRED

1. Pokazati da je vrijednost polinoma:
P(x,y) = 2x2 + 3y2 + 7xy + 5x - 2 jednaka 1 za 2x+y =1 =0
2. Data je funkecija: y = (2m+1)ex + &

a) odrediti vrijednost parametra m tako da njen graf prolazi
totkom (4,3)

b) odrediti vdaljenost koordinatnog ishodiita od tog pravca.
3. Naéi posljednje &etiri znamenke broja x = 6.7.8...,28-29
4. lzra&una| opseg trokuta ako je a=10, A=60° &= 75°

5. 2r kruZnice je visina jednakostraniénog trokuta. U kojem su
odnosu dljelovi stranica trokuta razdjeljeni presje&nim to&-
kama kruZnice

VIl RAZRED

2303 i 202_

1. Usporediti brojeve: m = 20 n = 303

2, Dokazatl da je za sve vrijednostl a, ° ft % lEraz:
3
4a 1 . 6a 1
{!0"" * 2a -1 }"z,-_, = | + Ta + 7 ) negativan.

3. Od 65 % | 40 % rastvora kuhinjske soli treba pripremiti 15
litara 55% rastvora. Po koliko litara treba da se uzme od
svakog rastvora.
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RJESENIUIA

OPCINSKO NATJECANJE
V RAZRED

12x=11 + 548 =>12x-11£8-5 =) |2x-11£3
Mora bitl: 2x-1€3 1 2x~1» -3
2x-143 2x=123-3
2x €4 2x 3 =2
x €2 x)-l
Poito e x clo bro| == x-{-l,o,l,zj

6+5-8+7-4~x = 0
b=x = 0
x =6

Posljedn|l put se spustio sa 6. kata.

SA =-5C1 58 =-3B
—) sa+sn+i§+s =-"<‘.+R §O + 50 = 0.

S5l. 1

=
Rodl se o Jednakokra&nom trokutu, os simetrije sadrZi visinu
spuitenu Iz vrha C na osnovicu AB.
! A-=-==>B

. B======>A
$ : Commmaa P C m— L (AABC) =ABAC

(]

VI RAZRED Si. 2
A-3A/4 = A/4

A/4-1/2°A/4 = 2A/8-A/8 = A/8

A/8-20/1000A/8 = A/E - 1/50A/8 = 5A/40-A/40 = A/10
A/10 = 100 ===} A = 1000

2

. a) kut A = kj = 60°

Totke A(-5/2) i B(6/4 su m.dwsobno vdaljene za

6/4 - (~5/2) = 3/2 + 5/2 = 8/2 =

4 jedinice, koliko sadrzi duZina AB, podijeliéemo na
8 dijelova. To&ka C(1) je od toZke B uduhanu za 1/2
(1 podiok) ulijevo

(=T
-
pultuu

kut C = kut D = 120°
b) srednjica EF (o+a+d/2 = 3a/2',

Ukupan zbroj kutove je 360° , pa je

x+x+10% x+30%x+40° = 3460°
4x = 280° ==) x = 70°

Kutovi Zetverokuta: 702, 80°, 100°, 110°
Cetverokut ima dva paru suplcmcnfnih susjednih kutova,
ito zna&i dc je to trapez.

Vil RAZRED

O = 2x+2y = 2(x+ty) = 200 ===) x+y = 100
P=xey =634
x2y+xy2 = xy(x+y) = 6342100 = 63400

. Poito je K N K -[A} to se krugovl K’ i K2 dodiruju,

s vanjske lll rm'urn|o strane. S obzirom na to imamo dva

sludaja
a) 132 =ytrg e rg = (r]+r2}/2 K K
C)l =27, 27 = 2,;1'--} - 1
02 = 107, 10% = ZrZT—} ry = 5
= (5+1)/2 = 3 O, = 2:37= 6T
Il T3 sl. 3

b) $2= r=rp = 5-1 =4
r3=4/2=2,03=2-ﬁ=4‘r A

. a) Upisanl feset;okut:

a=r, |12 = rz--{ﬂ/Z)2 = r2-r2/4 = 3!"2/4 sy h = rF/?
O = ér
v

2
P, = 6ea-h/2 = 3ah = 3mﬁ/z = sﬁr /2

51. 4
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4.

b) Opisani Jesterokut:
h=rih=ayi/2mm)a=2h/3=2\|3r/3

O, = 6a = 6:2r/ T =12/ [T = 12 Ja_/‘qa_.zfa-= 4|3
P, = 6ah/2 = 6ra/2 = (6r/2)%(2r/\3) = 6¢% 37 f3y[3 =

61'2 \ﬁ/a = 2r2 {3_

s, = 360° = niek,
oy= 360°/n (M

v = 4:90°/15 = 24° (2) sl. 5
(1) 1 (2) : 360%/n = 24°
ey n = 360/24 = 15 ~=na- praviini pefnaesterakut.
Iz svakog vrha polazl 15-3 = 12 dlijagonala, od kojlh su po
dvije medjusobno jednake. Imamo, dakle, ¥est grupa dijago-
nala Iste duljlne. Kako |e ukupan broj dijagonala

ne(n=3)/2 = 15-12/2 = 90, ;
to v svako] grupi Ima po 15 dijagonala Iste duljine.

Vill RA ZRED

2a o

2a 12a

2.

3.

76

sl. 6
3a

Nalmanje oploije O = 2(602+602+4u2} = 320

Najvete oploije O = 2(1202”2024,02) = 5002

2

Opseg razvijenog stodca
O =25+ 2(Fwmmy 20+ 12T = 25 + 2%
Uzmimo sluaj 25 = 20 == 2, = 12X ===} r =6, s =10

O= r2T+ rTs = rT(r+s) = 6F(6+10) = 96F
(a+b)/(a+2b)+x/b = 1+b(b-x)/(ala+2b))  /eab(a+2b),

ERNANAREERY,

ab(a+2b) mora bitl razli&ito od nule.
a?btab2+xa(a+2b) = ab(a+2b)+b2(b-x)
xa(a+2b)=b2(b=x) = ab(a+2b)=-ab(a+b)
x(a2+2ab)-bY+b2x = ab(a+2b-a-b)

x(uz+20b+b2} = ab2+ba 2 2
x = (b3 + ab®)/(a+bh)

x = b2(a+b)/a+b)2= b2/(a+b)
zaath #0, a+2b # 0, a # 0, b # 0O

-b = 0 jednadiba nema rlelenja.

Za a+tb =0, a =
Zaa=01b=01a=~2b jednadiba nije definirana.
bijela crna .bijela

ili
plava
A B
Prema uvjetima zadatka o&ito mora biti v C crna, v A
plava | v B bijela kuglica
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REGIONALNO NATJECANJE

VI RAZRED

| =(3+4.2:0.1): [u:o.a = :';) 0.3125]= (3+42);
(bR =G =45 [11%] = 4558 = 14a,
3.6% od x = 144 => x=4000,

Vidl riefenje SR Slovenija - opéinsko natjecanje - VI razred.

Imamo slijedeée jednadibe:

a+ b= 3774

o -b=200

Riefavanjem sistema dobijemo a = 1987 i b = 1787,
1) 1z x #20° + x = 20° + x + 100° + x + 60° = 360° =

= 4x + 160°= 360°=> x = 50°,

2) Kutovi tog Zetverokuta su: 70°, 30%, 150%, 110°, A kako
je 70° 110° = 150°+ 30° = 180° cetverokut je trapez.

Nacrtajmo dva paralelna pravca a i b &ije |o rds'0|un|c
hy = 5 em. Zatim nanesimo na pravac A—é 6 cm.

Opiiimo kruZnicu sa srediitem v A polumjera h_= 4 cm,
zatim konstruirajmo kruZnicu k, nad promjerom AC,

Povucimo pravac ¢ koji prolazi“sjeciitem kruZnica k‘ i k2

te tofkom C, Sjeciite pravaca b i ¢ |e toéka B.

B b

20

£
.

Vil RAZRED

Du%ina dijagonale je:

x < ([T987 + (1787 )2 + ( Jioe7 - 1787 )2
2
x? = 1987 + 2.[1967.1767 + 1787 + 1987 ~ 2,[1987.1787 +1787

x = J_z.(ls‘a? + 1787) =~86.8.

Povriina trokuta je:

(7987 + (1787 ) (J19a7 - {1737)

1987 - 1787 = 200.

P

Neka je ABCD zadani 'rapez. Povucimo visine trape a DE =
= CF = x. AFBC je polovina kvadrata pa je BC = =X 2
AAED |arEolov|nu istostraniénog trokuta pa je AD = 2x 1|

= x“ . No, poito je AE =2 - x imamo:

2-x=xr

x(1 + ,[2'3‘} =2 .
x = = q.‘!_- 1.
Prema tome povriina trapeza je:

p=1G2 ([T-1n =11 (|3 -t} emt,

D 1) &
2x
2
% X N¥s1. 8
45
A 2-x E F x B

Ako je n nepoznat broj imamo:

n+n+1+n+2+n+3+n+4 = 5n + 10 = 5(n+2).

Traieni zbroj je uvijek djeljiv sa 5, a sa 25 samo onda ako
je n oblika n = 5k+3, gdje je ke Z,

1z zadanih uvjeta poastavimo slijedeée jednadZbe:

ba+b=20
3a+b=-3

!]elal\mni.m jednadzbi doblpma da jea=11ib=-6. Prema

e+ 2- _3..9_3.,(,_

tome, f(x) = x = 6, a g(x) =
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2112-411 -6 = 2n2 -5n + 3
-4n+5n = 3 + 6
n=9.
Za n=7 imamo: a =
Za n= 9 imamo: a

4. Neka je ABCD zadani kvadrat.

(#
5. Iz zadanth uvjeta imamo: X
044- b4 l?uzbz = xax + IOazbz, gdje je x nepoznati koli&nik. a
Transformiranjem izroza dobijemo: sl. 9
2 2, .22 b4
x = (a” + b")", odnosno

A E 8
=2 la® »5% a
. 1) AAES ~ADSC = g : 3 = xiy =2 x = 2y =) x=8, y=4,
2) Py BCSE = P ABC - PaAEs = 1512 L84 _ 75 2.

= 40 cmz

Vill RA ZRED

1. Ozna&imo sa x potrebnu koli&inu slatke vode. Imamo:

' 4043% + x:0% = (40 + x)+2%,
Odavde sredjivanjem dobivamo:
120 = B0 + 2x => 2x = 40 =>» x = 20,
Treba dodati 20 litara.

5. Neka je ABC zadani trokut a A'”B' C'njegova ortogonalna
projekcija.

2, Ako izraz s transformiramo dobijemo:
s = [{vz = K2y (';+ ]‘;}] : vk = [{v-k}.(v+k).!’v_;‘;:]..;‘:.r .

al
- feck)ovek oLy
Ve
Uvritavanjem v = 1987 odnosno k = 1787 imamo:
s=v - k=1987 - 1787 = 200. Al .% %B’
Zatim supstituiramo s v zadanu jednadZbu i imamo: B sl. 10 as3

(200x + 800): 200+ (x=-5):2 = x:4+1, ili

x+4 + 1‘-5—5 = -";—5 =) 4x+16+2x-10 = x+4 =) 5x = =2 =) x= =

1) ADEC je polovina kvadrata pa je DE = v' = ?—E J_
2 2
_o V3 Y2 _als
22 2 4
, 2
2) Py ARC'= =—§C" 2

[T

3. Imamo dva sluZaja da a i b budv vzastopni.

a) a+1 = b, odnosno
Mn=3)«(n+1) + 1 = (n-2M2n=1), odakle sredjivanjem dobi-~

vamo:
202—4n-5 = 2n2—5n+2 ili -4n+5n = 2+45= n=7,

b) a = b+l
2((n=3)s(n+1) = (n=2)«(2n=1) +1
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REPUBLICKO NATJECANJE
VIl RAZRED

1. Dati polinom se moZe transformirati: P(x,y}={2x2+xy~x)+
+(bxy+3y2-3y)+(6x+3y=3)+1 = x(2x+y=-1)+3y (2x+y-1)+

+3(2x+y=-1)+1 = 1, jer su svi izrozi v zagradama po pretpo-
stavei jednaki 0.

2., a) U datoj formuli zamjenimo koordinate date tolke: x=4,

y=3 1 dobijamo: 3=(2m+1)e4+6, odakle je m= - BZI funkeija

ima formulu: y= = %-x+6.

b) Stavljajuéi x=0, pa y=0, nalazimo koordinate tofaka pre-
sjeka grafa sa koordinatnim osima. Pravac sa osima Ox i Oy
odredjuje pravekutni trokut OAB sa katetama OA=8 1 OB=6.
Nije teiko izra&unati duljinu hipotenuze: AB=10.

Sada iz povriine trokuta OAB dobijamo: P= % OA.OB =
= ‘fﬁ-h, odnosno: ;— Beb = lf 10«h. Odavde je traiena

vdaljenost h = 4,.8.

3. Medju faktorima datog produkta nalaze se i brojevi: 8,10,20,
25, a njihov produk! je 40000, pa se produk! x sigurno zavr-
fava sa Eetiri nule.

4. Tre€i kut noleg trokuta je:e=180°-60°-75°=45°. Neka jg BD
visina. Tada je kut & podijeljen na dijelove od 30" i 45",
pa je trokut ABD pravokutan jednakostrani&an, a trokut BCD
je polovina jednakostraniZnog trokuta sa stranicem a = 10,
Ostale stranice trokuta BCD znamo da izradunamo:

.C_—E ;Et_=s:i‘5=}ﬁ J?=5 3 . Kako je AD=BD, to je

AD =5 r . TraZzeni opseg je:
O = 10+5+ 5F+s[§_

\g A

c
sl. 11 sl. 12 SP. 13

5iu

Neka je ABC jednakostrani&an trokut stranice BC=a i neka
su E | F presjeéne totke kruga sa stranicama AB i AC. Kut
AED je pravi, kao kut nad promjerom, pa je 4BED= 90°.
Trokut BED je polovina jednakestraniénog trokuta, pa je

BE = ;-B_D = nz‘ Zbog 'oga je AE=AB-BE = i-a i AE:EB = %a:

—

: =a = 3:1. Tozka F je sime'riéna sa E v odnosu na visinu

4l

AD, pa je takodje AF:FC=3:1,

VIill RAZRED

. Vidi riefenje SAP Vojvodina - opéinsko nol‘iecanie = Vil raz.

- 1-803

o 4a ~ 1 )+ ( 1 _ 8a )=4u % _
d Za+1 Za+1 Za-1 Za-1 Za+1 Za-1

_ (20-1)(2a+1) , (1-20)(1+2a+40?)
= 7+ =(1-20)

-402-2 40 za svako a.

= 2a-1-(14+2a+4a?) =

. Pretpostavimo da je potrebno x litara 65 postotnog rastvora.

ada je pomijefano (15-x) litara drugog rastvora. Ukupni
sadrZaj soli v tom mijefanju, izraZfena u postocima, pred-
stavljen je jednadZbom: 65x+40(15-x)= 15455, Odavde je
x = 9. Znaéi uzimamo 9 litara prvog rastvora i 6 litara
drugog.

. Neka je O centar manjeg kruga, a F dodirna togka sa stra-

nicom BC. Trokut OCF je {ednakokraZan pravokutni sa ka-
tetom dufine r = 1, pa je OC = (2. _

Dakle: AC=AE+EO+OC=atl+ f2_, pa kako je AC=a {T imamo
jednakost: a JZ_MJ'H +v_2_,I odakle je af -1) = J?'+l, tj.

a = 2+].Da|[eimumo:a= ﬁ+l0'2_+|=3+2F_.
1

2 - fz-0 2

I3

S1. 14 sl. 15 r

A B A Dr B

5. Na slici 15 je prikazan osni presjek datih tijela. Hipotenuza

pravokutnog frokuta STV je SV=3R, pa je, na osnovu Pitago-
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rinog teorema: TV= ,!8_82=2Rrw. Loko se dokazuje suklad~
nost pravokutnih trokuta BDS i BST, odakle je r=BD=8T.

Sa%u ﬂi’aiﬂzf‘“ Pitagorin feorein na pravokutni trokut BDV:
BD4 +DV“=BV*, odnosno r +16R“=(r+2R Y2 )“. Odavde do-
bijamo r=R{T Zbog toga je s= V=3Rr. lzrqéunajmo oplo¥-
je i volumen datih tijela: O=4R“T , V = 4/3 R¥¥ (kugla) |

0‘=r2T+rTs = 882‘1'] V‘= %rz'r H = -g str (vspravni stoZac).

Prema tome: O:0,=4R,T : BRAX = 1:2 | viv, = -;, R . g-x:’:r .
1:2, pa je O'q = V:Vl.

SR SLOVENIJA
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ZAVOD SR SLOVENIJE ZA S0LSTVO

| DMFA SR SLOVENIJE

OPCLINSKO NATJ-ECANJE 1Z MATEMATIKE ZA UCENIKE

3.

4.

OSNOVNIH SKOLA
18. april 1987,
VI RAZRED

Za koje vrijednosti varijable x ima razlomak:

a) % vrlic.dnost-rlb?ogﬁ—

b) g?;(—vriiednou -};
100
c) =

vrijednost 800
&) 1"-1}— vrijednost 0.

Mojca potroil treéinu svog mjese&énog dieparca koji iznosi
1200 din v slastidarnici, a za ostali dio kupi knjige. U
slastiZarnici su povisili cijene za polovinu, a knjige su
poskupile za 30%, pa su roditelji Mojci povisili dZeparac
za 500 din. Da |i sada Mojca ima dovoljno novca?

U zapisu 34 a 5b peteroznamenkastog broja zamijeni slo-
va a i b sa takvim znamenkama, do taj peteroznemankasti
broj bude djeljiv sa 36.

Rjeienje obrazloZil PotraZi sva rjedenjal

Nacrtaj trokut s podacima v, = 3 em, v_= 4cmiXA-= 75°.
Opi¥i postupakl

5. U jednakostrani&nom trokutu ABC nacrtaj visinu kroz vrh C.

ni trokut ACD. Simetrala kuta XCAD sijege dukinu TD v

totki E, simetrala kuta 2 DCA sijege duZinu AD u tokki F.
Obje simetrale imaju zajedni&ku totku S. lzra&unaj unu-

trainje kuteve &etverokuta DESF |

Jedan kraj te visine je C a dru%i D. Promatrajmo pravokut-

87

Milan Sari: Matemattka natjecanja u Jugoslaviji 1987. godine - Zanike osnovnih 3kola
http://public.carnet.hr/mat-natj




VIl RAZRED

1. Za koje vrijednosti promjenljive x vrijedi:
1 =5 —
Cl} ;(I b) W)O c} Ixl = x?

2. Dokazati da e 3'% +:3'* djeljive o 10.

3. Vrijednost varijable y je za 25% ve®a od vrijednosti vari-
joble x. Za koliko % je vrijednost varijable x manja od

vrijednosti varijable y?

4, lzraziti sa a povriinu osjenZenog lika na slici |

ﬂ:
| 2a |

| sl. 1 T_

5. Kroz vrh B paralelograma ABCD nacrtaj pravac p koji je
paralelan dijagonali AC paralelograma. Pravac p sijée
rodufetak stranice AD u toZki E, a produietak stranice
D v to&ki F. lzra&unati opseg trokuta DEF ako je poznat
opseg paralelograma ABCDjednak 64 m i dijagonala AC =
=25 m.

VIill RA ZRED

1. Srednja znamenka troznamenkastog broja je nula. Ako tu
nulu izostavimo dobijamo fest puta manji dvoznamenkasti
broj. PotraZi sve takve troznamenkaste brojeve.

2. lstovremeno su iz dva razli&ifa mjesta krenuli v susret
dva biciklista. Poslije susreta je prvi biciklista vozio do
startnog mjesta drugog bicikliste jo¥ 27 minuta, a drugi
biciklista do startnog mjesta prvog bicikliste jo¥ 12

88

minuta. Koliko je vremena trebao zo put prvi i "kolike
drugi biciklista ako su se kretali razlig¢itim konstantnim
brzinama?

Dokazati da vrijedi jednakost:
1 | 1
AlaFT) R T AT

i poslije izra&unati sumu
1—!-.l +n-!_ +.3_‘_;' +...+Wl.'+WI. +§-9%m

Dat je pravokutnik ABCD (AB = 8 ¢cm i BC =5 cm) | to&~-

ka M na stranici CTD, takva da je TM : MD = 3 : 2. Neka
je E sjeciite pravaca (A,M) i (B,C) i F sjeciite simetrale
kuia#k i pravea (B,C). lzradunaj povriinu trokuta AFE.

Dat je pravokutnik ABCD sa stranicama AB = 40 cm i AD=

= 30 ¢cm. Neka je p normala na ravninu pravokutnika kroz
toZku D. Neka je T takva toika na praveu p, za koju vrije-
di DT = 10 cm. Koliko je toZka T udaljena od dijagonale
AC?

REPUBLICKO NATJECANJE
16. 05. 1987.

Vil RAZRED

Svaki put kad pogrijeii pri izradi domaéih zadataka, nemar-
ni Janez istrgne list iz biljeZnice. Tako mu se desilo da iz
jedne biljeZnice istrgne svaki treéi, a iz druge iste takve,
svaki &etvrti list., Tako se nakupio 21 istrgnut list. Koliko
je bilo prvobitno listova u svakoj biljeZnici i za kolike
posto je smanjen uvkupan broj listova?

. Trgovina je naprije poveéala cijenu za 20%, a potom je novu

cijenu snizila za 20%. Poslovodja je izra&unao da se na taj
naéin prvobitna cijena smanjila za 20 dinara. Keoliki bi

gubitak imala trgovina da [e poveéanje i smanjenje iznosilo
10%.

Nacrtati spiralu sastavljenu od 5 polukrugova. Njihova sre-
diita su na jednom pravcu, a polumjer svakog slijedeéeg
jednak je 3/4 polumjera prethodnog polukruge. lzradunaj du-
Zinu spirale ako je polumjer prvog kruga jednak r.
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4, Dva polukruga | &etvrtina
treéeg kruga v kvadratu,
prema sl.2 , omedjuju
dva lika razliZito osjen=
Zena. lzradunaj povriine
ovih likova | uporedi th.

5. Na natjecanju fzvidja&a jedan natjecatel] ide najprije
4 km uzbrdo. Tamo skrene za 120" lijevo i prijedje
jo¥ 3 km. Zatim ponovo skrene lijevo za 120° i prijedje
jof 2 km., Zatim skrene desno za 60° 1 1de prave do cl-
ljo 2 km. Kolika je najkraéa udaljenecst od starta do cilja?

Vill RA ZRED

1. Vezo izmedju varijabli x | y dana je jednadZbom

—'1——7 -3“=2-§-x.

Odrediti sve cijele vrijednosti varijable x za koje je
1<yg2.

2. Naéi sve vrijednosti varijabli x i y za koje razlomak

2
s——-uzr ima najveéu vrijednost.

11+ (3x=y+1)

3. lzra&unaj koliko je ukupno zlata u dvije zlatarske legure,
ako su dati podaci:
a) vkupna masa obje legure je s kg;
b) v prvoj leguri je a% zlata, a v druge| b%;
c) u prvoj leguri je za r kg zlata viie nego v drugoj.

4. U polukrugu promjera AB = 8 cm nacrtani su_nad_polumje-
rima 3& i 5B dva polukruga sa promjerima SA 1 5B,
lzra&unati povriinu kruga kojl dodiruje iznuta vellkl
krug; o s vanjske strane dodiruje oba manja polukruga.

5. Od dijagonale kocke jedan vrh je udaljen 7 em. lzrodu~
natl oploije kocke.

00

R J E§ EN J A

OPCINSKO NATJECANJE
VI RAZRED
125 1125 1

@) Tooo " g Tzs C 5 v X!

,  100.1=100-8
x

dieparac slastiéarnica knige

Prije poskupljenja 1200 400 800
poslije poskupljenija 1700 400+200=600 800+30% 800
1040

novi trofkovi 600+1040=1640
1700-1640=60
Mojci ostaje joi 60 din.

3. 34a5b je djeljivo sa 4, ako je 5b djeljivo sa 4. Zbog toga

mora biti be{2,6}

3%4a5h je djeljivo sa 9, ako je 12+a+b djeljivo sa 9. Tada
e +bc{6,15}

a=4

’
’
r

jev

i
b=2
b=6 a=0
b=6, a=9
Bro i su 34452 34056 34956,
Konstruiramo kut XA.

Nacrtamo vy i pravac p, c A P

koji je paralelan kraku kuta,

sada jo3 v_ i pravac s, koji

je paraleldn drugom kraku

kuta XA i kona&no oznaéimo

vrhove. A
. Sl. 3

21
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c
5#=60°, A=30°, ’=90°
?=90°-’5"=90° ~15%=75°
£=9o°-.3-=_=9o° -30°=60°
V=360°-(P+fre) =
=360°-(75°+90%+60°)=
=360°-225%=135° A. 5|D i B

VIl RAZRED
0}";(1 » x<0 V x31
b)%—)& ; B0 5 8

e) Ixl=x , x0
16, 314 _ 314 (32, ).

=30

3

r-x*‘-%-g-u—x r ¥y = 1.25x

x=-‘-.z!-5 , x = 0,8y

Varijabla x je za 20% manja od varijable y.

.P‘+92+ p3+ p4+ ps=p
P=3u_u P=5°-° P=3°-°
1 7T T8 < N I i S I 4
o . @/22T (/2 - afIfT _oPE _ 4sedx _
2" 2 2 =73
_15a%y
P .(zé;ﬁI_ _(a/4 - af18)%% o’ _ 9alT _
4 2 ol v e &
742
_7a"T
2 2 2 2 2
_ 3a 15a 5a 7a” K da_
e L v sl 1 gk 7 3

2 2 2
_112¢" + 22" _ a
= 7 = (56 + 11X )
5, O48CD =64 m
AC=25m AC = EB = BF
AE = BC
/Q\- Pl
A Orp™ Oancp * 2°AC
Otep = 64 + 225
£
sl. 5 Otrp= 114 m
VIIl RAZRED
1. a0b ab

: a
ae l,...‘,‘)}, be{O,...,?]
a*100 + b = 6e(as10 + b)

100a + b = 60a + éb
40a = 5b
Ba=b
a=1, b=8, a2 nije moguée
Jedini takav broj je 108.
2. A S B
1. bicikl. <5 gyt
2. bicikl. 713 T3 12

5 _ 12 .
v A T b \"

t(t+12) = 12(1++27)
2

tT o+ 12t= 121+27 12
tz = 12-27
t= 18

Prvi biciklista je treboo za put 18+27 minuta, a drugi
a drugi 18+12 minuta.
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3.

1 n+l=n 1

o el oy = T3] 2. Ako je podetna cijana x dinara, tada je: x+0.2x-0.2

(x+0.2x)=x-20.Rjefenje ove jednadZbe je x= 500 dinara.
Ako bi se ova cijena prvo poveéala za 10%, a potom
smanjila za isti postotak, cijena bi najprije bila 550
dinara, a zatim za 55 dinara manje. tj. 495 dinara.
Dakle "gubitak" bi bio 5 dinara.

1w
IS VRN [N I N

= (- PG - Bt gy - et (g - )t

+ 1 1 Y ;__ 1 .. .99 é 3. Polumjeri krugova su: r, Ir, 19-3r, g—;-r, -;-53“ DuZina
- spirale je zbroj dufina ovih pet polukrugova, sl. ¢
4, x = EC - 3 9 781
M-C'E-C pe m.“ d—Tr"' zTr"’ TTTT+ 'u—"rf* m’fr —mTl’ﬂ? wbr.
3 B
x+5 D
3 - X = x+5
40x = 24(x+5)
40x = 24x + 120 J
16x = 120
: =7.5 A Sl. 6 -
Pose™ Frne « P Pyce = -—T—-ﬁ <BE . _Tnz
AFE ABE ABF ' "AFE
“12.5 64 4, Isjecimo donju lijevu Eetvrtinu datog kvadrata sa sl.10.
PAFE = + -y= 50 - 32 = 18 ?’si]c:ién;(: i?-ui:gPWE lik sastavljen od dva jednaka
5. AAED~Ac { P =2P =2 ('(“}?r - ‘{“)2} =£3'r- o?
b e m 8 122 ()X = gly) V=X
x : 30 = 40 : 50 ¢ ¢ Drugi Ik se dobijo kad se od odsjeZka dva puta veéih
x =24 cm 4 . .
dimenzija od onog sa s1.10 oduzmu dva like iz prethodnog
“2 = 576 + 100 \ sluéaja. Na osnovu osobina povriina sliénih figura, znamo
2 da je povriina vefeg odsjeéka, slllveéa od manjeg od-
ﬁ = 676 E sjeé¢ka ravno &etiri puta. Prema tome:
~ 2bam A 51,7 B A .8 B P,= 4P - 2P = 2P =P .
REPUBLICKO NATJECANJE
VIl RAZRED
1. Ako jedna biljefnica ima x listova, tada vaZi jednakost:
%1' ;-= 21, odakle je x = 36, Broj listova je smanjen za
-;é—= 0,28, tj. smanjen je za 28%.
84 95
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5. lzvidja& je veéi dio puta

i¥ae po stranicama jednog
jednakostrani&nog trokuta.
Prema du%inama dionica
puta i kutevima skretanjao,
lako se dokazuje da je

éetverokut ADCS na sl.12
paralelogram. Dakle, tra-
fena udaljenost je CS=AD=1 km.

VIl RA ZRED

. 1z date jednadZbe dobijamo: y= -;T—xi- ;—, a ovo je line=

arna funkcija kod koje x i y istovremeno rastu (k>0).

Kako za y= 1 dobijame x= % i za y= 2 je x= ;-é y izlazi

da je ‘{-(x(-l!i, pa su traZene vrijednosti promjenljive
x iz skupa [3,4,5,6,7}.

2. Razlomak je najveéi ako mu je brojnik najveéi, a naziv-

nik najmanji, a to €emo imati za 7+2x= 0, tj. za
x= = ; ¢ | za 3x-y+1=0, odakle dobijamo jo¥ i

y= = -12-9 « To su traZene vrijednosti za x 1 y.

3. Neka je masa prve legure x kg. Masa druge legure je

(s-x) kg. Sado imomo jednadzbu: Tﬂ-a‘-ﬁ - E%%—‘—f)= r,

odakle je x= -'—%OTrE-!E. Otuda je s-x= IC:IT-!-us .

Uk | ax b(s-x) 2abst+100(a+b) s
upna masa zlata iem 105 T00(a®h)

4. Prema sl.13 e (x+2) 2.2 +(4 x) ;» PO je odavde polvmler x

vpisanog kruga jednak i. Povriina dvog kruga je -;—'Jf

Sl. 13

5. Neka je AG dijagonala kocke i
BT udaljenost vrha od dijago~
nale, ¢l.14. Toda su trokutovi
Asr i ABG sli&ni, pa je BT:AB=

, odnosno: 7:a=

F- 3, odakle je 0-7‘,

cm. Oploije kocke je P&602=

6-49-;-: 441, odnosno 441 cmz.

A
Sl. 14
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OPCINSKO NATJECANJE

VIl RAZRED

1. Data je funkcija f(x) = mx. Odreditl m tako da pravac pro-
lazi kroz to&ku M(=1,2). Za nadjeno m: 1) nacrtati pravac
i odrediti za kollko je funkcija opala akeo se x promijenio
od x = =2 do x = - 1/2,
2) dokazati da je f(-n)«f(=n=1) djeljivo sa B, ako je n pri-
rodan broj.

2. Ako toike Ml(xl'vl)’ Mztxz,yz) lefe u prvom kvadrantu

«i pripadaju grafu funkcije y = 2 (e>0) onda su povriine

trapeza A‘AzMzM‘ i ﬂlazMlelladnulu medju sobom

(totke A, 1 A, su projekeije totaka M, I M, na Ox osi, o
Ill I Bz su n{lhove projekcije na Oy osi).

3. Dat je pravilni peterokut ABCDE stranice a cm.
a) Odrediti unutrainji kut i kut BAC.
b) oko tog mnogokuta opisana je i v njemu upisana kruinica.
Dokazatl da je povriina kruZnog vijenca odredjenog ovim
kruinicama jednaka povriini kruga Ziji |e promjer a cm,

4, Visina TD pravokutnog trokuta ABC &ini na hipotenuzl od-
sjefak AD=12 cm. 5
a) Odreditl povriinu 'rokuta ako je kut ACD=30".
b) Pod kojim se kutom vidl stranica BC 1z centra oplsane
krufnice oko zadanog frokuta.

5. Opseg romba Iznosi 2 p ecm, a zbroj njegovih dijagonala q
cm. Naél njegovu povriinu ( posebne vrijednostl 2p = 4 cm,
q=10cm).

6. U JednaokostraniZnom trokulu stranice a=6 cm uplsana |e kru=-
f#nlca ky. Jedan vrh trokuta je cenfar kruinice kE polumje-

ra 3. lzra &unatl povriinu llka izmedju kruinica k, | kz.

Vill RAZRED
1. Datl su pravci: y= mx+m=1, y= nx+3.
Odrediti parametre m | n tako da prvi pravac prolazl kroz

ishodif*e, a drugi pravac odsjeca ods|eak na Ox osi |ednak
-3.
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Za nadjeno m | n rije¥iti nefednadfbu:
Imx+m=11 +3) Inx+3I.

2. Ako apscise Zetirl totke M](xiy]}, Mz(xz,yzj, Mslxa,ya},
M4(x‘,r4):o{o leze v | kvudrunful pripadaju grafu funk-
clje y= = (a>0) Elne proparcl[u-‘—-‘— + onda trapezi

2 4

N|N2M2MI i N3N4M4M3 imaju |ednake povriine (to&ke Ny»

Nz,N3 I N, su projekeclje redom +o2aka M|M2M3M4 na Ox
osl.

3. Kroz centar O kvadrata ABCD siranice a=% cm povuien je
pravac kojl slje&e stranicu BT u +02ki N tako da je BN : NC =
= 1:2, Na tom pravecu (unurar kvadrcml%u:uo je proizvoljna
toéka M na udaljenosti x od stranice .

a) lzrazisl vdaljenost toZke M od stranice kvadrata v funkci-
[1 od x, T

b) ako udaljenost od stranlca kvadrata BC, AB,DC,AD ozna~-
éimo redom sa dl ,dz,da,d‘ dokazatl da je dz-d' = da-dz =

— d4-da.

4. Baza uspravne prizme je romb ABCD stranice a=4 dm i ¥iljas~
tog kuta BAD=60°. Visina prizme je H=5 dm.
a) Naéi oploije | volumen prizme. Kollko bl litara trebalo
nalitl'v posudu koja ima volumen jednak volumenu date priz-
me da bi bio po'puno napunjen vodom?
b) Kroz stranicu romba prolaz! ravnina koja |e nagunuta prema
ravninl remba pod ku'om od 30°. Naél povriinu presjeka
prizme.

5. U kuglu polumjera R je upisan stofac, Censar kugle dijeli vi-
sinu s+olca +ako da je veél odsjeiak geometrijska sredina
visine | manjeg odsjetka. Odreditl odnos volumena kugle 1|
stofca.

6. Dara je funkeclija f(x=1) = 2x-1. Naél funkcije f(x) I f(-}x} i
toéku presjeka njlhovih grafova.
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REPUBLICKO NATJECANJE
Kola¥in, 23, 05. 1987.
VIl RAZRED

lzra&unatl vrijednost lzraza

(2ab+b)(a>-3ab>+ab)+(a>-2ab)(a+b)
(a2b-2b2)(20°-b)-(64a+48ab+9b%)(a"-b")

ako [e 4a2+9b2+4a-24b+17 = 0.

Jedna dijagonala trapeza dugatka |e 37 ecm. Mjerni brojevl
u ¢m visine h | druge njegove dijagonale d su riefenjo |ed~

nadibl
2(h=4)-1 _ 5 36-2d _ g

lzra&unatl povriinu trapezal

Presjek kruZnica K 1 K, su toZke A 1 B, pri Zemu je duiina
AB dugaika 12 cm. Dulina AB le stranica |ednakostrani&nog
trokuta upisanog v krufnicu K 1 stranico kvadrata uplsanog
v kruznicu K,. lzra&una'l opseg figure odredjene presjekom
odqovqro]uell krugova.

Dokaza+i da kvadras prirodnog broja pri dijeljenju sa 4 daje
ostatak 0 111 1.

Neki bro| se plie pomoéu 150 jedinica I Izvjesnog broja nula.
Da !i je *a] bro] kvadra+ nekog prirodnog broja? ObrazloZl+i
odgovor.

Vill RAZRED

Odredite jednadZbu pravca + simetriZnog pravecu 12x+5y+60=0
u odnosu na ishodiite. Zatim lzraZunajte volumen tijela koje
nastaje rotacijom hipotenuze pravokutnog trokuto odredjenog
pravcem ¢ | koordinasnim osima.

Znamenka jedinica sroznamenkastog brojo Je 7. Ako se znamen~-

ka 7 stavi na prvo mjesto dobije se bro] za 21 veél od dvostru-
ko datog broja. Ko|l |e to broj?

103

Milan Sari: Matemattka natjecanja u Jugoslaviji 1987. godine - Zanike osnovnih 3kola
http://public.carnet.hr/mat-natj




3. Dokazoatl da [e za svakl prirodan broj n Izraz

ns 302 + 2n dieljiv sa 6.

OPCINSKO NATJECANJE

Vil RAZRED
4. Kod pravokutnog trokuta ABC sa pravim kutom kod C duZina
katete BC = o, a kut XA= 30°. lzradunatl volumen prizme
&ljo |e baza trokut ABC, a &lja |e visina jednaka polumje~

rv uplsane kruEnice v trokutu ABC.

1. Ako v jednadZbuy pravea f(x)=mx uvrstimo koordinate toZke
M dobivamo: 2= -m =2 m= -2r
Ako se x mijenja od -2 do - 7 funkcija f(x) €e opasti od
4 do 1.
Ako je n prirodan broj tada je: 2
f(=n)+f(=n=1) = 2n+=2(-n=1) = 2n+(2n+2) = 4n"+4n = 4n(n+1).
lzraz 4n (n+1) je uvijek djeljiv sa 8 jer ne(n+1) predstavljo
produkt dva uzastopna brojo od kojih je jedan uvijek djeljiv
sa dva.

5. U razredu od 30 vienika 1 uienlk |e na tesstu napravio 12
grelaka, a os+ali monje. Dokazatl da v razredu postoje
bor 3 uvtentke koja su napravila istl bro| greiaka.

M, A . +M, A (Y, *y, (x,=%,)
s s B o R L L Ty e LA
2.1) PquAzMzMI B ey A1A2 i

Xa¥y = XyYy * Xp¥p = Xy¥y Xp¥y = X;¥, (jer je y x =a)

2 2
B.M, + B,M {X'l'x)(y-y)
_BM T BNy B T X)) I TV
2) Pns‘ﬂzMle S 828‘ “ 3
xiY) " Rg¥g Tt Xy ~ Ra¥y  Kaly —MVae
= 7 )
Prema tome, PﬂA]AzMle = PnﬂlﬂzMz_M].
P
\
\
B¢ 1
' TN
I\\\\\
\\ \\
NN s
'\\\\
8 ==l
2 ~ Y=
X

A A
3. Unvutrainji kut %r,cwllnog peterokuta je 540:5 = 108. l&uf B;’t(i2
je 360{1_895_1_23_} . Trokut FSB je pruvéku!an pa je: (;—) = R"-r".

Povriina kruZnog vijenca glasi:
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2
P@ = (Il2-r2}7-= (;—}T . Kako je povriina kruga promjera
a jednaka {;-) % , to je povriina krufnog vijenca sa slike

e
4. Kako je ACT=24 (jer LebtrokulACD poloving Tednakostrani&=

5. Kako je O = 2p, toie;_ﬂ=§-.

nog trokuta), +o fe = 12 {T . Polto je +trokus DBC rakodjer
polovina Jednakostrani&nog trokuta, to je

ﬁn—-‘;—ﬁz‘ L LT

Proma rome, P ABC = 4802V _ 245 [,

Stranica BC se vidi pod kutom od 120°,

A D T B

Trokut ABO je pravokutan pa Imamo:

2

d d
(-}-)2+ (-23)2 = (5)2, i df + dg =p°, ili

(dy+d

Pg ABCD = ﬂ_z'_f- . Za p=2, q=10 Imamo: P = -I—{J—%—-—!-=4B 1':r|r|2

106

di+d..2 2 2 2
2 2 B i it N ol el
)" "2dydy = =2 dyd, 3 3

2 2

6. Povriina trafenog lika fe:
P=Pg ODE - PA ODE + P BDE - PA BDE = Pg ODE +
ST L S LD
+ Pg BDE -(P AODE + P ABDE) = 3 +

3
-3‘5‘=‘}“+§’r~3 {T=§-}T-3{§.

VIl RAZRED

1. Ako v jednadZbu pravea y= mx+m=1 uvrstimo koordinate toke
0(0,0), o v jednadibu pravca y=nx+3 toZku A(=3,0) dobijemo:
0= 0-x + m-1 =>m=1,
0= n(=3) +3 =>n= 1.

Za m=1 1 n=1 nejednadiba Imx+m=11 +3> Inx+3| poprima oblik
Ixl + 3>I1x+31. Ovu nejednadibu zadovoljava svaki x<0.

2. (yytyg) (xp=xy) ~ yyXy = Y%ty X=Xy
1) P NyN MM, =—1—y - - =

Y1Xq = YaoX
-_I...?.-‘!#(x'yl lxzyz zbogy=%).

(ya*tyy) (3)  ¥axg =y aXgty 47V 4%3

) Pz NgN MMy = 2 . 7 =
Y3%4 = Y4*3
. *y _*3
Ako Iz zadanog uvjeta — == uvrstimo v (1) Xq odnosno
x X4

Xy imamo:

XX X, X X x
_ i L R .
Ty NgMahy =g i X, V2 o x‘)’ (poito

fe Xy =xgY,= a).
a
Kake fe ygxg = a 1yx=a, to Jeyy= %3 B T
Ako ys Iy, uvrstimo u jednakost (2) dobijemo:
ax ax x x
4 3 . X4 %3
P NNMM =:——--—-=Q(—--—)'
8773747473 Xq x, Xq X4

Prema tome, P NlNzMle = P:\N3N4M4M3'
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3. Iz sliénostl srokuta MM
Dakle,Imamo:
MR, = dy=x, MR,=d, =

MM"d‘l 9=-x.

x
‘)dz'dl‘3+s'l'

2)dy-dy=9-(3+H-(@+P=3-%x

3) d‘-d

N | OEN izlazi da je M|N -; .

3+;~,ﬂ-ﬂ=d

2
3-'3'8.

= 9-x = 9-(3+ §) -3-%:.

3
1z (1), (2) 1 (3) -)dz-d‘ﬁds-dztd4-da.
3
1
\ ‘3
d
1
My d; | S
| o
51. 5 i
12
Py . L. B
4. a) Ako |e a=4 a _v=5 J:T:mm:
O= 96 {3 dm2, V = 120 dm3.
G
E|
D C,
30°
A B
" s1. 8
108

b) Neka je I:)..l:)2 visina presjeka ABC,D,, o 6—61 visina

romba ABCD. Iz sliZnosti srokuse AD,D | DD, D, (zajed-

niéka s+ranica | dvo kuta) Izradunamo stranicu D‘ Dz=x.

4:2F=x=2ﬁs>x=4. "

Povriina presjeka je P = 4:4 = 16 dm",

5. Neka je R polumjer kugle, r polumjer baze sto¥ca, a v vi-

sina stoica. lz zadanih uvjeta proizlazi:

R2= vs(v=R) = v2 - v:R (1)
Iz pravokutnog trokuta 0130 slijedi

8% o2 sewam)? (2)
Rastavimo 11 (1) na faktore imamo:
v2+vr - Rz = [v - % (1- F}] [v - ;—(H- {5')] =0

Data jednakost je jednaka nuli ako je jedan od faktora je-
dnaka nuli.

v-§(1-5}=0= v=%(l -Jg)(ne vdovoljava)
v-3aslE) 0= v=F0+5).

Uvritavanjem dobivene vrijednosti v u jednakost (2) imamo:

2 _RA -1
lzradunajmo sada volumen kugle i stoica.
v, = sR3TF
k 3 2
R R
v _ 25, TWED g (T 365 iy
e B 3 73 3

Vk:V‘64:|

Iz zadanih uvjeta proizlazi da je:

f(x=1)=2(x=1)+b, ili 2(x=1)+b = 2x=-1=> b = 1.
Prema tome, f(x) = 2x+1, a

Fgx) = 2egxt] = x+l,

Presjek grafova f(x) i !'{-'f x) je:
2x+1 = x+1 =>x=0, y=1.
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REPUBLICKO NATJECANJE

VIl RAZRED

1. Transformiramo Ii izraz 4ﬂ2+9bz+4a-24b+|7 = 0 dobijemo:

(2u+1)2+(3b-4}2=0. Ova jednakost je zudévoiiana samo za

a= - % Ib= ;— « Uvrstimo vrijednosti a | b v zadani izraz,
1 4, 1 4 4 1

oof 1+C5+9G*3 3-5 5 _3

T_ 32 T_4 B I I 7 -
G- (-z-9-°[ ] F-7

2, Iz zadanth izraza lako izra&unamo vrijednost dijagonale
i visine.

&E_"uu3=>2“,.4)=]5=)h

36 - 2d
—y——

12,

=5=>2d=26=>d=13,

(3]

B

sl. 7

F.

A D, [of 8

lz pravokusnih trokuta DDIB I ACC‘ moZemo izradunati X‘c‘l
i) P —_
AC? = 372- 127 = 1369-144 = 1225 => AT, = 35
5,82 =13%- 12 = 169 - 144 =25=> BB =5

AC,+BD
P ABCD =r—';ﬂ T, =y TT, = 33 122 240 ¢

3. Neka je k kruinica opisana oko jednakostrani&nog trokuta ABC
Polumjer te kruZnice moZemo izra&unati iz pravokutnog *troku!

0,F8;
r=0,8 = |67-(VT)? = [

110

Neka je k, kruZnica opisana oko kvadrata ABED. Polumjer
te kruinice je R = iﬁl =6(2.

Opseg tratene figure Iznosi:

rX120° RF90°_ 20337, 6YZF _ 4 BIT+ 18 V7T _
180° 180° ‘ o

LT i? +942)

O=

4. Svaki prirodan broj n moZe se prikazati v obliku 4k, 4k+1,

4k+2, 4k+3, gdje je k€ N _.

2 2
1 @R - Ik L 42, osatok fe 0.
ak+ )2 16k248k41 2 1
el I ) ~ | = 4k +2k+ y o ostatak je 1.

2
3) ke2)? = 18K 216k 4. 424 4ke1, ostatak fo O.

2 2

(4k+3) % _ 16k +24k+9 2

+6k+2 + }4- , ostatak je 1.
x

4) = 4k
50

5. Neka je traZeni bro]"!ll...:..1013..:.._0‘. Da bi traZeni broj

bio kvadrat nekog broja broj nula mora biti paran.
Znaidi, potrebno je dokazati da je V....... .11 kvadrat

nak’cg broja 150 5o
 TP— . (T A T ke 8 B¢ |
= 9 —-—6 9 -

Poito (11'.)75)2 - 1 nije kvadrat prirodnog brojg, broj koji se

piie pomoéu 150 jedinica nije kvadrat nijednog prirodnog
broja.
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Vill RAZRED

1. JednadZba pravca simetriénog praveu 12x+5y+60=0 glasl
12x+5y-60 = 0, iz pravokutnog trokuta OAB izradunamo

stranicu AB =y 12° + 52 ={T69 = 13, Trokuti OAC, OCB |
OAB su sli&ni pa UC-‘O ' R*%’;‘Ii—e‘ 184

T75.
2
12x+5y-60=0
Ys |
X A 2
- 0
y sl. ¢
2

Rotacijom trokuta OAB oko hipotenuze nastaju dva stolca

pelumjera OC = ?—g- i visina AC = 12-3, iC = -rr"“ .

2 72 2

e _I'FAC "7 BC _

V=V 4V, = — ¥ =

3600 25 3600 o 144 2 _—

Je5 V3, V& TV | 80" G (ps4144) = S0 T -
3 3 135 3 B 5 O

2, Neka je zadanl troznamenkasti broj m. Tada Imameo:
2exy7 = 7xy - 21, il
200x+20y+14 = 700 + 10x + y = 21, ili
10x+y = 35.
Trazeni broj je 357.

112

3. Transformiramo 1i izraz n3+3n2+2n na slijedeéi na&in:

n3+3n2*2n = n{n+1){n+2).

Po¥to e n.(n+1)(n+2) produkt tri vzastopna broja zadani
izraz je uvijek djeljiv sa 6.

4. Neko je ABC zadani trokut. Kako je A ABC polovina jedna-
kostrani&Znog trokuta, to je AB = 2a i AC = OF/Z.

Ako upifemo kruinicu zadanom trokutu tada r moZemo izra-
gunati na slijedeéi naéin:

PA ABC= PA ABO+PA BCO + PA ACO, ili

oooﬁ_Za.r aer a\r3—_ P3G
_—_T+T+T r, ili
2
r=2 3 = oﬁ . Volumen prizme je:

6q+uﬁ ﬁi-é
g =gy piesld al3 o 30 ;
4 {3+6  4({3 +6)

5. UZenika podijelimo u 13 kategorija: one koji su napravili

12,11,10.,..2,1,0 grelaka. Otigledno je da bar v jednoj
kategoriji postoje 3 véenika, jer kada bi v wako! kateg'o-
riji bilo 2 ili manje véenika, onda bi uvkupan bro|' uéenfku
bio jednak ili manji od 28, 3to je nemogufe, jer je broj
uéenika 30.
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"NUMERUS" 04, 04, 1987. godine

REGIONALNO NATJECANIJE

V RAZRED

1. 30 uenika rieiavala su 2 zadafka iz matemalike. Dva
zadatka je rije¥ilo deset u&enika. Tri uéenika nisu rije-
§ili ni jedan zadatak. Dvanaest u&enika je rijefilo samo
prvi zadatak. Koliko véenika je rijefilo prvi a koliko
drugi zadatak?

2. Totke M i N su srediita dyiju susjednih stranica kvadra~
fa Zija je povriina 16 cm?. lzra&unaj povriinu trokuta
&ija su dvo vrha totke M i N, a treéi je u vrhu kvadrata
v kojem se sijeku stranice na kojima leze lotke M i N.

3. Pri dijeljenju nekog broja sa 48 se dobije kolignik q i
ostatak 36. Koliki €e biti koliénik, a koliki ostafak pri
dijeljenju istog broja sa 167

4. Mile ima v jednom dZepu paran, a v drugom neparan broj
bombona. Njegov drug Parur felio je da pogodi u kojem
dfepu on ima paran, a u kojem neparan broj bombona,
po je rekao Mili: "Pomno%i broj bombona iz desnog dZe-
pa sa 2, a iz lijevog dZepa sa 3. Zbroji dobijene produkte
| reci mi zbroj, a jo €u ti reéi u kojem dZepu imai paran
a v kojem neparan broj bembona.

Da li ée Petar sigurno pogoditi ? ObrazloZi odgovorl

VI RAZRED

1. Jednog dana u nekom razredu bilo je odsutno Tl!- véZenika.
Sutradan je dotao 1 uZenik vite, tako da je bile odsutno

‘-‘5- véenika. Koliko u&enika ima v tom razredu?

2. Tri osobe podijelile su izvjesnu svolu novea na slijedeéi
na&in: Prva osoba dobila je ¥ zbrojo i jo¥ 72 dinara. Druga

osoba dobila je ]3 ostatka 1 jo¥ 72 dinara, a treéa osoba
%od novog ostatka | jo¥ 72 dinara.
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Koliki je bio zbroj novca 1 keliko je dobila svaka esoba?

w

Nacrtaj dva suplementna kuta | konstrulraj niihove simet-
rale. Doka%i da su njlhove simetrale medjusobno okomite.

4. Odredi broj m, takav da toZka A(~2,2) pripada grafu fun-
keije y = (=3m + 2)x + m=1, te nacrtaj graf funkcije y I
odredi njezine nul toke.

VIl RAZRED

1. Jedna nogometna ekipa odigrala je odredjenl bro| vtakmi=-
2
ca. U 5 utakmica je pobijedila, }utukmico je Izgubila,

a ostatak je odigrala nerijefeno. Kolike je utakmica odi-
rala ekipa, ako e broj fzgubljenih utakmica za 4 veé&i od
broja nerijefenih utakmica?

2, Doka#l da je za prirodni bro] n 1 n_-lni-l!-!ZnH!
priredan,

3. Kroz vrh B kvadrata ABCD povuiena je okomica na dijago-
nalu BD. BD = 6 cm. Odredl duljinu odlhei!nkq na cwt:m
praveu ¥to ga sijeku produfeci stranica 1 BC.

4. Kroz sjeciite A dviju zadanlh kruinica lzl{Ol:r.l} i
k2(02=r2) povuci pravac p tako da tetive danlh kruZnica
pripadaju pravecu pl budu sukladne.

VIl RAZRED

1. Koliko godina ima &ovijek kojl u 1987, godini ima enolike

godina koliko iznosi zbro| zanmenki godine njegovog ro-

djenja.

2. Dokail da je zbroj broja RXyy | broja napisanog sa Istim
znamenkama ali obrnutim redosljedom djeljiv sa 101,

3. Dokail da [e srednjica tangentnog Istokraénog trapeza je-
drnaka krakovima.

4. DokaZl da kruinica koJo| |e visina istostraniénog trokuta

promjer, $ije&e dvije stranice trokuta v totkama ¥to 1h
dijele u omjeru 1 : 3,
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REPUBLICKO NATJECANJE
Tetovo, 09. 05. 1987,

Vil RAZRED

12 kg legure bakra | olova sadril 45% bakra. Koliko olo=
va treba dodatl legurl da one sadrie 40% bakra.

Odredl sve prirodne brojeve n takve da lzraz 10"=1 bude
dleljiv sa 81,

Zadan |e Istostraniéan trokut ABC, njegov centar opisane
krufnice O | totke D | E na stranicama AB | AC take da

{e AD+AE = AB. Dokal da |e OD = OF | kut X DOE = 120°,

Visine CD 1| AF trokuta ABC se i%oku v totkl H., Odred!
kut £ ACB trokuta ABC ako |e = .

Vill RAZRED

Dva biciklista krenula su Istovremeno Iz mjesta A | B v su-
sret |edan drugom | sreéu se nakon nekog vremena. Prvi
biciklist prevalio je put od A do B za 4 sata 1 48 minuta
viie, a drugl za 3 sata | 20 minuta manfeod vremena protek-
log do susreta. Za koliko vremena prevall svakl biclklist
put izmedju dva m|esta.

Ako |e zbro| dvaju clfelih brojeva djel]iv sa 10, tada se
kvadrat! tih brojeva zavriavaju sa-lstom znamenkom.
Dokail.

Dokazatl da |e za svakl paralelogram zbrof kvadrata dije~
gonale [ednak dvostrukom zbroju kvadrata stranica.

U pravokutnom trokutu ABC so hipotenuzom AB, simetralo

kuta A dijell stranicu BC na dva dljela duga 5 cm I 13
cm. lzraZunatl opseg | povriinu tog trokuta.
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RJESENIJA
REGIONALNO NATJECANJE

V RAZRED

sl. 1

Prvi zadatak je rijefilo 22, a drugi 15 v&enika.

) ~

; _2:2 _, 2 v
AMNP ST T Lcem o sl. 2

a 6 A M

B
- cat %E . Pomnozimo |i ovu jednakost sa 3 dobijemo:

36 4 e
T%—=39+n-=* -19-5—'-"3q+2+-‘3—-.Kohémk|a 3q+2,
o ostatak 4.

Ako je Mile u desnom dZepu imao paran broj bombona tada
bi 2x+3y bio neparan broj.

Ako bi, pak, Mile v desnom dZepu imao neparan broj bom=
bona tada bi 2x+3y bio paran broj.

Prema tome Petar je sigurno mogao pogoditi.
VI RAZRED

Neka je x ukupan broj uéeniko v razredu. Tada imamo:
}-]2- x +1 = }% x =» 33x + 36 = 34x =2 x = 36, U tom razredu

ima 36 uéenika.

2. Zadatak éemo rijefiti "inverzijom".

1}72:%:103. £NO.

72

120

2) 108 + 72

3) 270 + 72

i

180, 180 : = = 270,

wjr WM

342°, 342 : 5 = 513,

%asu +72 = 171472 = 243, 513 - 243 = 270.

%..2?0 + 72 = 90472 = 162, 270 - 162 = 108.

il - %-IOB + 72 = 36+72 = 108.

o o'

3. lzk+e'= 180° = 5“+§= 90°.

4.

z
2
2
7

1

\

\
\
1
\
\
\

-

a A(-2,2) imamo:

(-3m+2)+(-2) +m=1, odnosno
bm=4+m-1

m=7
=

Prema tome, y = (=3+2)ex + 1-1 = -x,

sl 4 [ %

Vil RAZRED

1. Neka je x vkupan broj utakmica. Tada imamo:

zx-4=x-{§-x+}x}, ili

3x - 48 = 12x - 8x - 3x, ili

2x

x

48
24,
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2. Da bi fzraz.n(n+1).(2n+1) bio djeljiv sa 6 potrebno |e da : Pretpostavimo da e zadatak rijefen | da je AE traenl
bude djelflv sa 2 | sa 3. Sa 2 e djeljiv jer n (n+1) su dva pravac, t{. da je AC = TE ili B = DC. Ako u trapezu
vzastopna broja. Znaé&l, potrebno [e dokazati da je djeljiv ' 0,0,DB povuZemo CF11 80, 11 DO,, duiina 0,0, ¢e

sa 3. Svakl bro] ne N se moZe prikazatl v obliku 3k, 3k+1, btk prapolbviiene: voikom E.

3k+2, gdje Je k¢ No. Opls konstrukelije,
o) AKe Yo n =85 Imomen Spolimo srediita 6162 i nadjimo njihovo poloviite F.
3k-(3l;+l}-(6k+‘l)= 3. k-(3k+3]_M6k+l} Povuiemo duZinu CF | pravac pLCF. Pravac p je traZeni
pravac,

b) Ako |e n = 3k+1 imamo:

(3k+1)-(3k+2)-(6k+3) _ 3_{3k+|)~(3k+2}(2k+1) VIl RAZRED
6 [

1. VIdl rjefenje SR Hrvatska - opéinsko natjecanje - VIl roz,
c) Ako je n = 3k+2 Imamo: '

(3k+2)~{§k+3)-(6k+5} - 3.(3k"‘2)-(k+])(6k+5) 2, Treba dokazatl da je xxyy + yyxx = 101A.
6 .

1000x+100x+10y+y+1000y+100y+10x+x =

Dakle, Izraz n{n+1){2n+1) e uvijek djeljly 1 s0 3, a to zna~- =1100x + 1111y =101 (1x+11y)
E1 1 sa 6 ¥'o |e | trebalo dokazati, <

3. Neka je ABCD |ednakokra&ni tangentni trepez.

3. Dulna odsjezka EF = 6+6 = 12 em. 1] C
D ¢ F
B sl. 7
si. 5 2 - L
ks E 1) AOFB ¥ AOBE =) ?‘_s_t"._
2) AGOC ® AOEC => GC = CE.

Pol'o]alﬂ£¥=ﬂzﬂ=§!—+g—2=;§* %9" BE+EC = BC.

4, Vidi rlielenje SR Bosne i Hercegovine - republiZko natjeconje -
= VIl razred.,
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REPUBLICKO NATJECANJE
VIl RAZRED

1. U datoj leguri ima 0,45.12 kg = 5.4 kg bakra. U novoj
leguri ta koliZina &ée predstavijati 40%, #to znaéi da ée
vkupna masa nove legure biti: 5,4 : 0,40 = 13.5 kg. Zna~
&1, leguri *reba dodati 1.5 kg olova.

2. Broj A=10" -1=10...000-1=9,.,999 zapisan je samo deve'-
kama i djeljiv je sa 9. Broj A biée djeljiv sa 81 ako se i
koliénik A:9 mofe podjeliti sa 9. Kako je A 9—1...111,
'o je A:9 djeljivo sa 9 samo ako se xuplsuu sa 9,018,275
jedinica, a to €e bi'i ako je na{9,18,27, o }u Fie ako
je broj n djeljiv sa 9: n=9k, kaN,

3. 1z uvje'a AD+AE=AB=AD+DB, dobijamo da _je AE=BD, a zbog
toga je i TE=AD, sl.8 . Koko su duZine OA i OC jednake
(polumijeri cplwnog kruga) | XDAO=JECO=30°, 'o su 'ro-
kutovi ADO i CEO sukladni. No osnovu ove sukladnos'i
zakljutujemo do je OD=0E iXAOD=ZCOE. Znamo da je
L AOC=120°, pa jeXDOE=2AOQD+XAOE=XCOE+FAOE =
=4LAOC = l20°, ato jetrebalo dokazoti.

F sl. 10

B A D B

4. Pretpottavimo da je kur ACB iiljast, sl..? .Pravokutni trokuti
CHF i ABF su sukladni (jednake hipotenuze i 3iljasti kutovi
A BAF = XHCF - sa okomitim kracima), pa je AF=CF. Dakle,
rrol:ut ACF je ]ednukokruéun pravokutan, pa jeXACF=4 ACB=

= 45°, U sluéaju da je kut ACB tup, sl.10 vaze svi zakljuci

iz prethodnog sluéaja, osim jednaokosti kutova ACF i ACB,
U ovom sluaju kutovi ACF i ACB su suplementni, pa je
4ACB = 135°,

Vill RA ZRED

1. Neka je S mjesto susreta biciklista na putu AB, sl.11. Ozna-

124

&imo sa t vrijeme proteklo do susreta, a sa v, i Vo brzine
kretanja biciklista. Tada imamo jednakosti:

4
AS=v]=f = vz{f-a 5) i SB v‘-(f+ 4 5} = va.
o g 9 sl. 11
B
4 L
vy 3 2 \
lz prve jednakosti jec—=—y—, @ iz druge: —— = '—-2—3--
2 10 T
ta
Ea '
pa dobijemo jednadibu po nepoznanici t: —p— =,,_'2T , 1l

A -3—) (t+ -5- )='2. Odavde nalazimo da je

t = 1‘?19- sati. Prvi biciklista prijedje udaljenost od A do B
1
za +++ + 2?4—, odnosno za 26 g;— sati, a drugi za t+¢+ - -39-,

odnosno za 18 ;—g— sati.

. Posljednjo znamenka broja ta dva broja, recimo zbroja aotb, je

0. Sluéaj kada se i o i b zavriavaju znamenkom 0 je ogigledan.
Ako je x, x #0, posljednja znamenka broja a, tada je poslje-
dnja znamenka broja b jednaka 10-x. Posljednjo znamenka broja

azbit €e ista koo i posljednja znamenka broja x2. Posljedniju
znamenku brojo b2 dobijemo kvadriranjem znamenke 10-x. Take
dobijemo: (10-x)2=100-20x+x2=10(10-2x)¢x2, odakle se vidi
da x2 odredjuje i posljednju znamenku broja bz, ti. vidi se

da brojevi 02 i b2 zavriavaju istom znamenkom. Do istog za=-
kljuéka moZemo doéi neposrednim provijeravanjem sluéajeva
koda se a zavriava znamenkama 1,2,...

. Prema s1.12, iz sukladnosti trokuta ADF i BCE zakljuéujemo

da je ﬁ—AF-K, pa |a AE=a+x i FF-o—x U pravokutnom trokutu
ACE je: A_C =AE +C-E , odnosno: d‘-(:ﬁ';) ;h2. Osimzfoga iz
pravokutnog trokuta BCE dobijemo: h"=b"=x", pa je d -(a+x] +
+b2-x2—02+20x+b2. Sliéno iz trokuta BDF dobijemo: d§—02-20x+
'l'bz. Zbrajanjem posljednjih dviju iednakosri‘dobiiemo traZeni

zakljuéak d]2+d§= 2021-26
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4. Zodana je kateta a=BC=18 ¢m, a prema poznatom svojstvu
simetrale kuta, bit ¢e: b : ¢ = 5 : 13, odakle le 5

b = % « Zatim, iz cz-—bz = u2 doblijemo: c2- L - 132
13
e opseg

r
odakle e ¢ = %2 Dalje dobijemo: b = -'rs-, pa |
O=45 c¢m, a povriina je P = ;-u-b = 135 2

—-!--cm.
A

A a 8 E B B D5 C
si. 12 sI. 13

(o]

SAP VOJVODINA
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DRUSTVO MATEMATICARA, FIZICARA |
ASTRONOMA SAP VOJVODINE

OPCINSKO NATJECANJE |IZ MATEMATIKE
21, 03. 1987,

YV RAZRED

1. U &etveroznamenkastom broju *11* umjesto zvjezdica sta-
viti odgovarajuée znamenke tako da dobijeni broj bude
djeljiv sa 36. Odrediti sva moguéa rjeienja.

2. Zbroj kuta ki njemu suplementnih kutova je 312°, Odre-
diti kutet i njemu suplementni kut.

3. Odrediti sve vrijednosti prirodnog broja n tako da je
ispunjena nejednakost 1 . n 3
3<nK7,

4. Koje godine je rodjen djeda Mile ako su poznati slijedeéi
podaci: Djeda Mile je rodjen v ovom stoljeéu. Ako u go-
dini njegovog rodjenja zamjenimo mjesto znamenki jedi-
nicai znamenki desetica dobija se godina v kojoj €e djeda
Mile napuniti 81 godinu Zivota.

5. Dati su paralelni pravei a i b. Na pravcu a date su toc-
ke A,B,C,D,E, a no pravcu b togke M,N,P,S. Koliko
duZina odredjuju date toike?

VI RAZRED

1. Ako se broj 1000 podijeli nekim brojem ostatak je 8.

Ako se 900 podijeli istim brojem onda je ostatak 1. Kojim
brojem smo dijelili brojeve 1000 i 9007

2. Maéka i po, za dva i po dana pojede tri i po mifa. Kolike
mifeva &e pojesti 100 maéaka za 45 dana.

3. Razlomuk%—%—é prikazati kao zbroj tri razlomka sa jedno-

znamenkastim brojnicima. Rjelenje obrazloii,
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4. U trokutu ABC, dukina Fﬁcle vIsinﬂ_ko BM je simet-
rala kuta. U trokutu BMC duZina je visina. Kut
MBD je 20°, a JXBMK = 50°. Odrediti kuteve trokuta
ABC,

5. Dat je jednakokraZan trokut ABC (AB=AT). Na pravcu
BC izabrana je totka D, tako dao je C izmedju B i D.
Dokazati da jeXABD> XADB.

VIl RAZRED

V. Dokazati da ne postoji polinom drugog stupnja P(x)=
ui2+bx+c sa cjelobrojnim koeficijentima za koje je
P(7) = 1985 i P(15) = 1986,

2. Odred! tta je veée 202°°3 {17 303292,

3. lzrakunaj a® 4 52, ako je atb = 24 f o« b = 143,

4. U pravokutnom trokutu &ija hipotenuza ima duiinu ¢,
jedan kut jednaok je Eetvrtini pravog kuta. lzra&unaj
povriinu toga pravokutnog trokuta v funkeciji c.

L5 li_gruvokutnlku ABCD okomica iz vrha B na dijagonalu

dijeli dijogonalu AC v odnosu 3:1, Odredi kut iz~
medju dijogonala toga pravokutnika.
VIll RA ZRED

1. Vladimir €e 2003, godine imati onolikc godina kolike
iznosi zbroj znamenaka godine njegovog rodjenja.
Koliko godina &e on imati 2003. godine?

%. Wka Jo a* +b% ~2(be # ol #do~ ¢2 A d2) =6, onds is
a=b=c¢=d. Dokazati,

3. Odredi sve prirodne brojeve n takve da je izraz

2n
i T J cijeli broj.
3

4. Dat je trokut ABC. Neka simetrala XACB =J’siiaée
stranicu AB u toZki M. Dokazati da je AM:BM = AC:BC.
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5.,

20

Osnovice trapeza sua = 25 ecm i b =15 cm, a krak

¢ =8 cm. Odredi opseg i povr§inu toga trapeza, ako
je poznato da je zbroj unutrainjih kutova trapeza na
veéoj osnovici pravi kut.

POKRAJINSKO NATJECANIJE
18, 04, 1987.
ViIl. RAZRED

Brojevi 1,2,3...,99%,1000 ispisani su redom po krugu.
Precrta se broj 1, a zatim svaki 15-ti (1, 16, 31,...).
Kod ponovnog obilaska i precrtani brojevi se opet ro-

gunaju. Koliko ée brojeva ostati neprecrtano?

Na skupu razlomaka Q zadata je relacija f :

xPy ako | samo ako | x-y 1 ‘-i-

a) Da li je Prelacija ekvivalencije na Q?
b) Nacrtati graf relacije Q, oko je ona definirana na

skupu H={ - %; 0, %; i‘: ‘}

¥ 3x2-4. Odrediti vrijednost

Data je funkeija f(x) = x
funkcije za x=99998.
(Uputstvo: najprije izvriiti transformaciju polinoma, pa
onda izvriiti zamjenu. Neée se priznavati riefenjo za

direktnu zamjenu).

U datom trokutu povuiemo iz nekog vrha teZiinicu i
visinu na suprotnu stranicu. Na taj na&in podijelili smo
kut v tom vrhu no tri jednaka dijela. Kakav je dat
trokut (vrsta trokuta prema stranicama),

Dat je paralelogram a b ¢ d. Ako vrh a spojimo sa sredii-
tima stranice D:v el i gl: d| , onda te duiine dijele dija-
gonalu [b d] na tri jednaka dijela.

Vill RA ZRED

. Ako je razlika dva troznamenkasta broja A i B djeljiva

sa 7, onda je i ¥esteroznamenkasti broj C koji se dobi-

ja dopisivanjem redom znamenki brojeva A i B, takodje
djeljiv sa 7.

Ako olovka koila 0.5dinara,kemijska olovka 1 dinar, a pero
5 dinara, za 100 dinaro mofemo kupifki 100 komada. Koliko
treba kupiti kojih artikala?
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3. Da li postoji trokut &ije su visine ha = 3 ¢cm, hb = 6
cm | he = 9 em. Rjefenje detaljno obrazloiti.

4. U jednakokra&nom trokutu abc je duZina osnovice
ab'] = 3 em, a duZina kraka [bc] = 5 cm. Odrediti
vdaljenost izmedju ortocentra o | teZiita t trokuta.

5. Data je kocka o bc de fgh. Ako su m I n toEke
prodora dijagonale |[fd| kroz ravninu trokuta e b g |
o ¢ h, dokazati do su duiine [dn] , [am] i [mf]

sukladne.
2,
h g
< "
\
e L >
/ N 4.
C
Ve 5.
//
s/ "
/
//
//
a
Sl. 1
1.
132

RIJESENJA
V RAZRED

Da bi trafeni broj *11* bio djeljiv sa 36 mora biti
djeljiv sa 4 i sa 9. Zbog djeljivosti sa 9 zbroj zname-
naka broja *11* moZe biti 9 ili 18 ito znadi do je
zbroj nepoznatih znamenaka 7 ili 16. Zbog djelji-
vostl sa 4 dvoznamenkasti zavrietak moZe biti samo
12 il1 16.

Dakle, rije& je o brojevima 5112 i 1116.

1) 360° - 312° = 48°

2) 180° - 48° = 132°

3) 48° + 132° + 132° = 3127

4) &= 48°

9

1 3 4
34T2¢7 = T2(TIETE

ne {5,6,7,8,9].
Neka je djeda Mile rodjen 19ab. Tada imamo:
19ba - 19ab = 81 odnosno

Ba - ab = 81
Qtigledno je do je a=0, b=9.
Dijeda Mile je rodjen 1909. godine.

Na pravcu o imamo 4+5:2 = 10 duZina. Na pravecu b imamo

43 : 2 = 6 duZina. Spajoanjem ‘toZaka pravaca a i b do-
bijemo joi 45 = 20 duiina. Ukupno ima 10+6+20=36
duiina.
A B C DO E a
M N P s b
VI RAZRED
1000 _ 8 _ 992 _ ., _ L
‘} -—0-—- b + a = a b ? 992=a b
900 1 _,899 _  _ ..
.2)—0—‘¢+n——>-—5———c >899 =a-.c
ab = 992 = 2.2-2-2.231 -
gsc = 899 = 2 931 a=3

Trazeni broj je 31.
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2. MaZka i po za dva-i po dana pojede fri i po miia, Znaéi,
'ri macke za 5 dana pojedu 4°3.5 mifeva, a jedna maéka

za jedan dan pojede -}-% mifeva. Jedna ma&ka za 45

dana pojede 45.1]—;- = 42 mi%a, a 100 ma&aka pojedu
42+ 100 = 4200 mijeva.

3. 140 = 4+5+7 pa su 'razeni nazivnici4,51i 7.
2Bl=a_+b+c=35u+28b+ 20c¢
a0 47377 140
35a + 28b + 20c = 281

Poi'o su 28b i 20c parni, 'o 35a mora biti neparan da bi
vkupan zbroj bio neparan. Zaklju&ujemo da je o neparan
broj. Ako je a neparan, tada zbroj 35a + 20c zavriava

sa 5. Sada lako uvoéavamo da je b = 2 (281 - ,.5 = ., é).

35a + 20c = 225

Provijerom lako utvrdimo da je a = 3 odnosno ¢ = 6.
Kongéno imamo:

myede
4. Neka je E toka presjeka visina BD i MK.
1) X KBM = 180°-(90°+50°) = 40°,
2) A MEB = 180°-(20°+50°) = 110° 3 MED = 70°
3) 24DME = 180°-(70°+90°) = 20°
4) XMCK = 180°-(20%90°) = 70°
5) ZCAB = 180°-(70°+£0°) = 30°
Kutovi *rokuta ABC su 30°, 70° i 80°.
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5.

A =x+y=)xk)x odnosno XL ABD> XADB,
A

ok X
B c D
VIl RAZRED

. 1) P(7) = 49a + 7b + ¢

2) P(15) = 225a + 15b + ¢
3) P(15)-P(7) = 176a + 8b = 8+(22a + b) = 1

Jednadiba B+(22a + b) = 1 nije riefiva v skupu Z pa prema
tome takav polinom ne postoji.

o 101 .
202390 (2100310 _ (2% 10137101
30379%  (3.101)2°T00 (32}101 BRPXTY

g! ! 100 _ (8-101)' %! 303 202
= <137 101 = > 1 =>» 202 > 303

9 9

I

. EB)? SBIEH aERE 5578~ Fedebin 576-286 = 290

Neka je ABC zadani trokut. Konstruirajmo BCD simet-
rizgan A ABC v odnosu na BC. Povucimo visinu DE u fro-
kutu ABD./ADEB je polovina kvadrq*u pa je

DE = —;"‘ 2_ . Sadd Imamo o |2 5
—,E 2
2 2

1 _ 1
i S
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5. Neka je presjek dijagonala toéka S, a presjek dijagonale
AC i okomice na tu dijagonalu toika M.

1)AM: MC = 3: 1
2)AS = TS = TS
1z (1) i (2) => SW = MC = 5 BS

Sada se lako uvidja da je ABMS polovina istostranignog
trokuta, pa je kut medju dijagonalama 60° (120°).

D [

Sl. 5

VIIIRAZRED

1. Neka je Vladimir rodjen 19xy godine. Tada Imamo:
2003 - (1900+10x+y) = 1+9+xty ili
T1x+2y = 93, gdje su X,y « {0,1,2....,9]
Kako je 2y &18 'o je 11x3»93 - 18 = 75, pa je x37. Kako
x ne moze bifl paran (1L1x + 2y bi tada bilo parno), a ne

moze biti, ni 9 (11x)93), proizlazi da je x=7. Sada lake
izraéunamo y = (93 - 77) : 2 = B,

Vladimir je rodjen 1978 godine i 2003. godine &e imati
25 godina (1+9+7+8).

2, 1z 02+bz-2-(bc+¢d+du - cz - dz) = 0 dobivamo

02+h2-2bc = 2¢d - 2ad +c2+c2+ +r.l2
0? < 20d+ a2 b2 - 2bc + 2+ ¢? - 2cd + d2 = 0, il
@-d2+e -2+ (c-d?=0

Ovo moZe biti jednako nuli samo za a = b = ¢ = d.

= 0, odnosno

2 ndevetld n- nula
5. 10 "o o -nao"+1) _%....9-T000....07
- = = L
39 B1 81
136

o 9elesaillel.. . 00 V....00010,,...01

5.9 ]

Buduél da 10.....01 ni za jedno n nije dijeljivo sa 9,

lzroz I....Iy-lO;...OI ée bitl djeljiv ako je 1....1

djeljlv sa 9. Sada lako zakljuZujemo da je n«{9,18,27..],

4. Neka |e ABC zadani troku'!. Povucimo pravac p paralelan

sa AC tako da prolazi kroz vrh B. Neka |e tolka D pre=
sjek pravea p | simetrale X BCA.

1) ABDM~AMAC (sva 'r1 kuta su sukladna)

2) AWM : BM = AT : 117]

3) BB = BC (jer je troku! BDC jednakokradan).

1z (1) 1 (3) =>AM : BM = AC : BC i'o je 'rebalo dokaza'l.

X
5, Neka je ABCD zudunl'\r‘gcz. Produiimo AD | BT do njiho-

vog sjeciita E. E
x

51. 7

A B
1) AABE ~ADCE (sva 'rl kuta su sukiadna)
2) KB : TD = AE : BE odnosno 25 : 15 = (B+x): x =>x=12.
3) ADEC : TE = V225 - 144 = 9
4) AABE : BE = V625 - 400 = 15

O'ptlcg trapeza [e 54 ¢cm, o povriina |e jednaka razllicl po~
vriina trokuto ABE 1 trokute CDE.
P=150 - 54 =096 cm?
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POKRAJINSKO NATJECANJE
VIl RAZRED

1. U prvom obilasku precrtavamo brojeva 1,16,31,...,991
(brojevi oblika 15k+1); v drugom: 6,21,36,...,996 (brojevi
oblika 15k+6); u treéem: 11,26,41,...,986,1001 (brojevi
oblika 15k+11), gdje je k=0,1,2,...,66. Poslije toga bit e
precrtavani samo veé precrtani brojevi. Lako voZavamo da
su precrtani svi brojevi od 1 do 1000 koji pri dijeljenju sa
5 daju_os'atak | (oblik *akvih brojeva je 5m+1, gdje m=0,1,2,
.+.). Takvih brojeva ima 5m+1 = 1001 =» m = 200. Zna&i,

neprecrtanih valo 800,
p nih je ostale o . (“)
2, a) Ne, jer nije tranzi+ivna. q
-}. [ J
-
-
éF Gi T‘f |
. 7 R
2 Cc 1 ]
19, %3
A B
3 2 "
3. Rastavimo izraz x *3x =4 na faktore;
x3+3x2-4 = (x+2)2 (x-1). o1 i

Ako sada uvrstimo x = 99998 imamo:
2

f(99998)=(99998+2}2- 99997 = 100 0007 99997 =
= 9999?-]010.

4. Neka je ABC zadani trokus.

5l. 9

A E b % B

Iz sukladnosti trokuta DEC i FEC proizlazi da je FE = % :
Trokut AEF je polovina istostrani&nog trokuta pa je
4A=30°, a takodjer i45=£=30°. Zadani trokut je polovina
istostrani&nog *rokuta.

138

5. Neka je ABCD zadani paralelogram, a M i N poloviita stra-
nica i DC.
D N [

o—

Sl. 10

A B
Povucimo dijagonale AT 1 BD i njihovo sjeciite ozna&imo sa
O. Neka su toéke S | T presjeci duzina AN | AM sa BD. U
trokutu ABC duzine AM | BO su teZiinlce pa je § teZiite
AABC. Zbog toga je BS = 2-0S5, odnosno EEK =1/3 BD, a

o3 - ; BD.
U trokutu ACD duzine AN i DO su teZi¥nice pa je T teZiite
AACD. Zbog toga je DT = 2TO, odnosno DT = 1/3 DB, a
T0 = ; DB.

Kako je ST = TO+0OS =

ito se i tvrdilo.

' BD, slijedi da je DI = TS = SB= zAC,

=]

Vill RA ZRED

1. Neka su abc i xyz zadani troznamenkosti brojevi. Ake ih
dopifemo jedan iza drugog dobijemo broj abcxyz. Dakle,
imamo:

abcxyz = abc:1000 + xyz

Dodajmo i oduzmimo desnoj s*rani abec pa je:
abexyz = abc-1000 + abe + xyz - abec, ili

abexyz = 1001.abc + xyz - abe.
Poito je 1001 djeljiv sa 7 a xyz - abc po pretpostavei to je
i abexyz djeljiv sa 7.

2, Postavimo jednadibe iz zadanih uvjeta:

(1) 0.5x+y+5z = 100
(2) xty+z = 100
Oduzmemo li prvu jednadZbu od druge dobijemo 0.5x-4z=0,
odakle proizlazi x = 8z. Uvritavanjem u (2) dobijemo:
9 z+y=100.
Poito su z i ye N proizlazi do je 2412,
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x=88,
x=80,
x=72,
x=64,
“56'
x=48,
x=40,
x=32,
x=24,
x=16,
x=8,

slijedeéa rjefenja:

z=11,
z=10,
z=9,
z=8,
z=7,
z=6,
z=5,
z=4,
z=3,
z=2,
z=1,

y=1
y=10
y=18
y=28
y=37
y=46
y=55
y=64
y=73
y=82
y=91.

3. Pretpostavimo da posto]i. Tada [e:

P =

llc’l
a

b+h
a

:0"

2

Stranice datog trokuta bl bile a, ;- 1 g-, a to e nemoguée

|er zbro| dviju stranica mora bi?l veél od treés.

2

545
Prema tome ne postojl.
c
h
he
c B

140

sl. 11

= - £ =) a:3 = beb = ce9 =>a = 2b = 3ec.

4.

Kakoinfﬁ="25-% -@-—;E,’oi.fﬁ._@

CD). Trokuti DBC i OAD su sli&nl pa imamo:

(i-rlof'5=%- ).
OB DA = DhsDEs wedwd Loy uoe T,
22777 2+/91 1
o oF _ yor
= YEr— (gdje je x = OD).

Prema tome, traZena udaljenost izmedju teZii+a | orrocen=-
sra je:

== _— = _ Y91 _ 9 Vo1 1 9 32y
WES TUnD DR wrgme o apign-# (E'ﬂ")=7;'!_‘

Sl. 12

A D 8

Poito toéke M | N leie na dijagonalnom presjekv DBFH zada-
tak se svodi na slijedeéde:

Ako vrh H pravokutnika DBFH spojimo sa poloviitem stranice
DB, o vrh B sa poloviitem stranice FH, tada je: -
DM=MN= NF, gdje su M i N presjeZne toZke duZina HP |
8Q sa AF. Rjefenje je identidno riefenju 5. zadatka za
sedmi razred.

P
sl. 13
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SAP KOSOVO
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REGIONALNO NATJECANIJE
V RAZRED 25. 04.1987.

Jedan radnik bi mogao zavriiti posao za 20 dana, a drugi
za 30 dana. Podell su zajedno, ali poslije 4 dana jedan

od njih se razbolio. Za koje vrijeme €e se zavriiti posao
ako se: a) razbolio prvi radnik? b) razbolio drugi radnik?

Od 156 zutih, 234 bijelih i 390 crvenih ruta napravijen je
najveéi mogué broj jednakih buketa. Koliko ko¥ta jedan
buket ako jedna Zuta ruZa koita 20 din, bijela 15 din i
crvena 10 dinara?

lzraéunaj veli&inu kuta koji je tri puta veéi od svog kom-
lementa.

Du%ina jednog konopca je vefa za 54 cm od drugog. Ako se
od svakog konopca odsijefe po 12 c¢m, onda €e jedan biti
4 puta kraéi od drugog. Kolike su duZine tih konopaca.

VI RAZRED

Cetiri druga kupili su zajedni&ku loptu. Prvi je platio 1/2
cijene, drugi 1/3 zbroja koji su platili njegovi drugovi,
treéi 1/4 zbrojo koji su plarili njegovi drugovi, a Zetvrti
je platio 5 dinara. Koliko je koitala lopta?

Kojo dva prirodna broja imaju produk+ 1350 i zojedni&ki
dielitelj 157

Konstruirati trokut &ija je osnovica a=5 c¢m, polumjer opisa-
ne kruZnice R=4 ¢m i visina h(a)=3 ecm.

Odredi sve troznamenkaste brojeve koji su djeljivi sa 25 i
imaju zbroj znamenaka 14.

Vil RAZRED

Tri sukladna kruga se dodiruju sa vanjske strane. lzraéunaj
povriinu figure izmedju tih krugova.

. Odredi hipotenuzinu visinu ako su katete a= 6 em i b=8 cm.

3. Odredi najmaniji prirodan broj kojim treba pomnoZiti broj 126

tako do se dobije broj koji je kvadrat nekog prirednog broja.

lzrazi volumen jednakostraniéne *rostrane piramide kao fun-
kciju polumjera upisane kruZnice baze piramide.

VIl RA ZRED
Ako je 9xy = x0Oy,odredi x i y.
3+12x2)/(3x3-48x}.
Data je funkcija F{x}={x2-x}/(x+2). lzra&unaj f(f(x))=?
Naé&i dva broja &iji zbroj iznosi 168, , a zajedni&ki djelitelj 24.

Skrati razlomak: (x4-7x
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3. Na posljednjem natjecanju uéestvovalo je po 5 vZenika iz
V, VI,VII i V1II razreda koji su rjefavali po 5 zadataka,
146

POKRAJINSKO NATJECANJE
Priftina, 16. 05. 1987.

V-VI RA ZRED

lzra&unati: 198765432.125-125 = 7

UZenik A tvrdi: B laZel
UZenik B tvrdi: C laZel
UZenik C tvrdi: A i B laZul
Ko laZe?

U pravilnom peterokutu produfene su dvije nesusjedne stra~-
nice do presjeka. Koji kut one zatvaraju?

Dat je 101 proizvoljan prirodan broj. Pokazati da medju
njima postoje dva takva da je njihova razlika djeljiva sa
sto.

Na jednoj gusarskoj karti pi%e: "Na otoku koji se nalazi
U.....nalaze se vesla, kaktus i palma. Podji od vesala pre-
ma kaktusu i broj korake, pa se okreni udesno za 90 stupnje-~
va 1 idi isti toliki broj koraka. Tu postavi znak. Zatim,
ponovo podji od vesala prema palmi i broj korake, pa se
okreni uvlijevo za 90 stupnjeva i idi isti broj koraka. Tu
postavi znak. Kopaj na sredini izmedju dva znaoka i naéi e}
sakriveno blago®”. Jedan mornar je naloo otok, kaktus i
palmu na njemu, ali vesala odakle je trebao po&eti traganje
nije bilo, pa se vratio praznih ruku. Da je znao malo mate-
matike nafao bi sakriveno blago. A vi?

VIl RAZRED
Rijefiti jednadZbu:

‘IT (%x £ %{'5 u %) - %(%x ¥7):= ©,

Nadji odsjeZke na koje upisana kruZnica dijeli stranice pra-
vokutnog trokuta sa katetama 3 i 4,

koji su donosili bodova koliki im je bio redni broé. Treéi
zadatok su rijefili svi véenici, o drugi nijedan. Cetvrti

je rijefio po jedan véenik iz svakog razreda, dok je peti
rijefio samo jedan. Kolike je u&enika rijeiilo prvi zadatak
i koliko je najvise bodova mogao imati neki uéenik, ako se
zna da je svaki razred imaoo isti broj osvojenih bodova.

4. Pokazati da se u bilo kom &etverokutu pomoéu jedne sred-
njice i duZina koje su jednoke polovini dijagonala moie
konstruirati trokut sa stranicama paralelnim srednjici i
dijagonalama &etverokuta.

5. Isti koo 5. zodatak za V-VI razred.

Vill RA ZRED

1. Rijef¥iti jednadzbu:

(0.9x-0,4) - (0.8x - 0.3) = (1.7x =~ 0.7)(0.8x + 0.2) -
- (1.7x - 0.7).

2. U kruznicu su upisana dva kvadrata tako da je dobijena pra-
vilna osmokraka zvijezda. Nadji duZinu stranicu te zvjezde.

3. Pokazati da kvadra* nijednog prostog broja ne moZe biti
oblika 5n-2 ili 5n+2, gdje je n prirodan broj.

4. Dokazati da okomica povuiena iz srediita duZine koja spaja
podnoija visina spu¥tenih na dvije stranice trokuta dijeli
treéu stranicu na dva jednaka dijela.

5. 1sti kao 5. zadatak za V=VI razred.
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RJESENJA
REGIONALNO NATJECANJE
V RAZRED
4 4 1
1. Za 4 dana je napravijenc 55 + xp = 5 posla. Preostali dio
posla €e prvi radnik zavriiti zui—‘ﬁ = -§= x= !39- dana.

Preostall dio posla €e drugi radnik zavriiti “'3% = §-=

= x=20 dana,

2. D(156,234,390)=78. Dakle, mo2emo napraviti 78 jednakih
buketa sa dvije Zute (156:78), *tri bijele (234:78) i pet
crvenih ruZa (390:78). Jedan buket kolita 2°20+3+15+5+10=
= 135 dinara.

3. x4+ 3=90° 3 x=67.5°,

4. 4(x=-12)=x+42 =) x=30. Duiine konopaca su 30 | 84 cm.
VI RAZRED

1. x - (;a-}«g) = 5 =) x=100. Lopta je ko¥tala 100 dinara.

2, 1z 1350= 2-3-3-3-5*5 proizlazi da je a = 30 1 b = 45, odnosno
a=151b= 90.

3. Opis konstrukcije:

Na proizvoljan pravac a nanesimo dufinu a=5 em. Konstrui-
rajmo pravac b paralelan praveuv a na udaljenosti (ha) 3 cm.
Odredimo simetralu stranice BC=a. lz *o&ke B opiiimo kruZni
luk polumjera R= 4 cm. Sjeciite tog luka | simetrale stranice
BC je sredii*e *rokutu opisane kruZnice. Konstruirajmo kruz-
nicu polumjera R=4 ¢cm i njeno sjecii*e sa pravcem b su toZke
Al Al' Zadatak ima dva rjelenja.

A ° A b
ha
a

Sl. 1

148

40

Troznamenkasti brojevi djeljivi sa 25 su: 100, 125, 150,...
ves.,975. Okigledno je da su to brojevi 725(zbog 2+5=7),
275( zbog 7+5=12) i 950(zbog 5+0=35).

Vil R}AZRED

. Kako su 0102 i 03 vrhovi jednakostraniénog trokuta stranice

2r, to je trafena povriina jednaka razlici povriino jednako-
strani&nog trokuta 1 #rl kruZna isjeéka.

2 2
«2yT _adly _ 2 T
pede i L - A(a-p

Primjenom Pltagorinog teorema: ¢2=02+b2 = e= 10.

Kako je P ‘%£= 24 crnz, to je vcﬂ-i—g = 4,8¢cm.

Kako |e 126 = 2’32-?, +o trateni broj dobijemo da 126 pomno~-
#lmo sa 14.

Kako je polumjer upisane kruinice [ednakostraniZnog trokuta
jednak treéini visine, +o je r = a [3 /6.

A 8

br fé_ 6{3-r

Dal B s —— =
alje [# a E ﬁ 3

Veolumen prizme ]5
3

V= Bey = .Lz_EI_LL. (2{5’ r)= Iars.
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VIIl RAZRED
1. Kako je Wy = x0y, to je 90x+9y = 100x+ ili
10x=8y = x=4, y=5. 4 e

2. xt-7x3+12x2

? _ x2(x=4) (x=3) _ x(x-3)
3x -48x 3x(x=-4)(x+4) 3(x+4)

3. Ako je f(x) = 25~ , tada je:

2
X =X X=X

) -5
f(f(x) = —5= X i

X =X
b= i

(x2-x)? = (x2-x)(x+2)
F(F(x) = (x+2)2 -
2

X = x+2x + 4
x+

Fr() =2 o2002)
(x+2) (x“+x+4)

4. Knko7ia a+b=168 i D(a,b) = 24, to je 24x+24y=168, ili
xty=7.

Za x=1, a=24 i b=144

Za x=2, a=48 i b=120

Za x=3, a=96 i b=72.
150

By

POKRAJINSKO NATJECANIJE

V-Vl RA ZRED

3105709875000,

2. A1C lau.

3. x=180° -2

°.540°: 5) = 36°.

0

Moguéi olhfci pri dijeljenju sa 100 su: 0,1,2,....,99.
Dakle, ukupno 100. Zoto izmedju 101 proizvoljan broj
postoje dva broja koja daju isti ostatak pri dijeljenju sa
100. Razlika takve dva broja je djeljiva sa 100.

Pretpostavimo da su vesla bila na mjestu V,. Zatim kon-
struiramo toke X.| 1 YI prema uvietima zac}mku.

Pretpostavimo sada da su vesla bila na mjestu Vg. Zatrim
opet konstriramo totke X,, Y, prema uvjetima zadatka,

Kako je A)(zx‘l(sukladun trokutu V]VZK (dvije stranice i
kut medju njima), a AV VP sukladan trokutu YIYRP' to

172
je VTVz = X;X, = Y¥,Y,. Sada lako zakljuiujemo da je

2

X X, 1 Y, Y, (trokut X, X, K nastaje rotacijom trokuta

V‘VQK zo 90°%, a trokut YinP rotacijom trokuta VlVZP za

90°.
Kako su duiine 2122 i ?‘Yz paralelne’l jednake, to je
x]xz Y"I'2 paralelogram. Polto se diiogonul.c paralelogra=-

ma raspolavljaju putnik moie proizvolino odrediti mjesto
vesala | postupiti prema uputama iz karte.
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3. Kako drugl zadatak nije rijeiio nijedan vZenik, o Eetvrtl
zadatak po jedan uZenik iz svakog razreda, treél zadatak
svl venici, zakljuZujemo da sado svaki razred ima 19
bodova.

Poito je peti zadatok rijeiio samo jedan uZenik, njegov
razred tada ima 24 boda. Iz uvjeta zadatka da je svakl raz-
red imao isti broj bodeva, zakljuujemo da su prvizadatak
rijedili svi uEenici osim uZenika iz razreda gdje je jedan
vEenik rijeiio 5. zadatak. Daokle, prvi zadatak je rijeiilo
15 uZenika. Najbolji uZenik je mogao imatl maksimalno

9 bodova.

4. Neka je ABCD zadani Zetverokut I neka je MN njegova sred-

njica. Nadjimo poloviite duZine AB.
c

VIl RAZRED
sl. 7

1. x = 45. W E B
A

2. Neka je ABC zadani pravokutni trokut sa stranicama 3,4

i 5cm. Kako je ME = ;— DB (ME je srednjica trokuta ABD) I

NE = ;-XE', to e trazeni trokut MEN.
5. Vidi rlelenje istog zadatka za V i VI razred.

Vill RAZRED

1. Transformiramo |i zadanu jednadZbu:
0.1x=0.1 = (1.7x-0.7)(0.8x=0.8), ili

Kako je OECF kvadrat stranice x, to je AF=AD w5 } (0.1x=0.1) []—8{].7x-0.7)] =0, ili
Fi

=3
= BE = 4 - x (zbog sukladnosti trokuta AO AOD odnos- (0.1%-0.1)(~13.6x+6.6) = 0.
1z 0.1x=-0.1 = 0 => x=1,

33

no DBO i OBE).

:Jz'S-x+4-x=5 proizlazi x = 1,

pisana kruZnica dijeli stranice trok i : - = =
At e trokuta na dijelove: lz -13.6x + 6.6 0=) x 1]
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2. Neka je r polumjer kruinice. Tada je FD = r¥2. Kako je
AMNE jednakokra&an pravokutan, to je MN_= ME v
Prema tome, FM = FD - MD = rff- FMF- FM (poito je
ME = FM = ND).

F,

sl. 8

3. Prost broj ima posljednju znamenku 1,3,7 ili 9(izuzev broja 5).
Kvadrat prostog broja zavriava znamenkom 1 ili 9. lzraz
5n - 2 ili 5n+2 nikad nema posljednju znamenku 1 ili 9.

4. Neka je ABC zadani trokut,a BC | AD njegove visine. Opiiimo
kruZnice pravokutnim trokutima ABE i ABD. Kako je trokut
EFD jednakokraZan to je visina FG ujedno i simetrala strani=
ce E% Poito je FA jednako FB to je F poloviite stranice AB.

sl. ¢
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e

SAVEZND NATJECANJE
SOMBOR, 07, 06. 1987,

Vi. RAZRED

Dokazati da za svaki troznamenkasti bro| vaii slijedete
tvrdjenje: ili je on djeljiv sa 3, ili je dvoznamenka:i!
broj, odnosno jednoznamenkasti broj, sastavljen od
njegovih znamenki djeljiv sa 3.

Brojevi 12 i 60 imaju interesantno svojstvo: njihov pro-
dukt jednak {e desetorostrukom zbroju. Takvih parova
prirodnih brojeva Ima [oi, Odredi sve te parove.

Neki troznamenkasti broj se poveéa za 45, ako znamenke
jedinica | desetica zamijene mjesta, a istl broj se smanji
za 270, ako znamenke stotica | desetica zamijene mjesta.
Sta ée se dogoditi sa tim brojem ako znamenka stotica i
jedinica zamijene mjesta?

Uc_éldnukokruénom trokutu ABC sa osnovicom AB, duZina
je visina (okomica na osnovicu). Ako fe M bilo koja
totka kraka BC, dokazati da je razlika duiina TA i TM
veéa od razlike duina DA 1 5

Data je toika C i pravel p i q koji se djeku. Konstruirati
trokut ABC, kome e pravac p simetrala unutrainjeg kuta
o a pravac q simetralo unutrainjeg kuta A, (ToZku C 1

pravel p i q izabrati tako da zadatak ima rieienje).

Vill RAZRED

Za koje vrljednosti x,y,z izraz xz+y2+12-12y-l4z+90
ima najmanju vrijednost? Naéi tu vrijednostl
Ako je oz+u+| = 0; odredi vrijednost izroza:
01987 )
a

.

Zbroj svih prirodnih brojeva od 1 do n (uklju&ivo) jednak
je troznamenkastom broju jednakih znamenki. Koliko smo
prirednih brojeva zbrojili?
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4. U pravokutnik ABCD sa stranicama AB=10 cm i BC=
5 em upidi polukrug promjera AB, U kojem omjeru
dijeli polukrug dijagonalu pravokutnika?

4. Zbog CA=CE je CA-TM=CE-TM=EM. U trokutu BDM je
stranica BM veéa od razlike stranica DB i DM, tj
mn'ﬂ-b'm, sl. ! . Medjutim, podnoZje visine na
osnovicu je srediite osnovice, pa je DA=DB. Zbog toga
v: CA-CM-EN > IDB-DMI~IDK-BMI, ti.

-CM > IDA-DMI, ito se i tvrdilo,

5. Neka je ABCD proizvoljan &etvorokut povriine 3. Na
stranict AB date su toZke M i N, takve da je AM=MN=
=NB, a na stranici CD date su toZke P i Q, takve da

je CP=FQ==8D. Dokazati da &etvorokut MNPQ ima y,
povriinu 1,
M
RIJESENJA
Si. 1
1. Ako je neka od znamenki proizvoljnog troznamenkastog A D B

5. Analiza. Neka je ABC trokut kome su p i q simetrale
kutova ot | /™, Tada toéka CI' simetriéna sa C v odnosu
na p, pripada pravcu AB, a ovom pravcu pripada toéka
Cz, simetriéna sa C v odnosu na q, sl.2 . Zadanoj foki C

: konstruiramo simetriéne
totke C, i C,. Pravac
C‘ C2 sijee pravce p
i quAiB.

broja djeljiva sa 3, tada je tvrdjenje dokazano, Pret-
postavimo da ni jedna od znamenki x,y,z tog broja

nije djeljiva sa 3. Tada su ostaci dijeljenjo znamenaka
x,y,z sa 3 jednaki za sve znamenke, ili su za dvije
znamenke ovi ostaci razli&iti, Ako su ostaci jednaki, on-
da je (x+y+z) djeljivo sa 3, pa te, prema kriterijumu
djeljivesti, broj Xyz djeljiv sa 3. Ako su ostaci, na
primjer kod znamenaka x i y razligiti (zna&i 1 i 2),

tada je zbir (x+y) djeljiv sa 3, pa je i dvoznamenkasti
broj Xy djeljiv sa 3. Time je tvrdjenje dokazano.

sl. 2
A c, ¢ B8
VIl RAZRED

2. Neka su x i y trateni brojevi. Tada je xy=10(x+y).
Tado dobijamo: xy=10x-10y=0, odnosno: xy-10x~10y+
+100=100. Transformiranjem lijeve strane dobijamo:
(x-10)(y~10)=100.

Ovo daje slijedeée moguénosti: (x=10)(y-10)=1+100,
(x=10)(y=10)=2+50, (x-10) (y=10)= 4«25,
(x=10)(y=10)=5+20 i (x-10)(y=-10)=10+10, TraZeni parovi
brojeva su: 11 1 110, ili 121 60, ili 14 § 35, ili 15 i
30, ili 20 i 20,

1. Dati izraz moZemo napisati v obliku: x2+y2-l2y+36

+x2-l4:+49+5=x2+[y-6}2+{z—7)2+5 ?5. Ovo zakljuéu~-
jemo na osnovu poznate osobine da je kvadrat svakog
realnog broja 0. Znagi, za x=0, y=6 i z=7 dati izraz
ima minimalnu vrijednost 5.

3. Neka je 100x+10y+z na¥ troznamenkasti broj. Tada zamje- 2. Ako datu jednakost pomnofimo sa (a-1), dobiéemo:
nom znamenaka jedinica i desetica dobijamo:

2 3 I
- = i == =1.T
100x+10y+2+45=100x+10z+y, ¥to daje vvjet y-z+5=0, (0=0{d rox1)= 9 1] o =1EDy 0 mduyde 1% o ade

Ako stotine i desetice zamijene mjesta bite: je: 01937=°3.662°“ = {"‘3)662‘“:'662'0: lea=a. Prema
100x+10y+2-270=100y+10x+z, odakle je: x-y=3=0. ae, 1987 1l was X Vo anet = e
Zbrajanjem dvije dobijene jednakosti nastaje uvijet: fomey; B0 o ¥ QI;E: T3 RakS jo-e °
(y-z+5)+(x-y=-3)=0, odnosno x-z=-2. " .

Ako znamenke stotica i jedinica zamjene mjesta dobijamo: mame: 1987 1 =g + 1.4
100x+10y+2-(1002+10y+x)=99(x-2)=99+ (-2)=-198. Dakle, ¢ Ak a '

zamjenom znamenaka jedinica i stotina broj se poveéta
za 198.
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3. 1+42+43+,..4(n=2)+(n=1)+n=(1+n)+(2+(n-1))+(3+(n=-2))+
4= (nt1)+(n+ 1)+ (n+ 1)+, . +(n+]) = f(n'ﬂ) Oznad&imo
sa k znamenku dobijenog troznamenkastog broja. Tada
fo: 7 (n+1)=k+111, odnosno: n(n+1)=k-222= k-2.3-37.

Lijeva strana jednakostl! je produkt dva vzastopna pri-
rodne brojo. Da bl to bilo moguée mora biti k=6, Tada
je n{n+t1)=36 -37 tj. n=36. Zbrojili smo 36 prirodnih
brojeva, a njihov zbrojje 666.

4, Noku Je E presjedno tolka. dimgonal- AC i polukruga
sl. 3. Tada jef AEB=90°, kao kut nad promjerom
xfl' Pruvolwtnl trokvutovi ABE i BCE su sligni, jer imaju
jednake o¥tre kutove (kutovl sa okomitim kracima).
Zbogiogupnn :BC=10:5=2:1, EF : EC=2:1 =
7 AE : EC = 4:1,

si. 3

A B

5. Trokutovi AMQ | MNQ imaju jednoke osnovice, AM=MN,

| zajedniZku odgovorajuéu visinu, pa suv im jednake po-
vriine (no sl.4 oznaZene sa l"). Iz sli&nih razloga su

jednoke povrilne trokutova CPN i PQN, oznaZene sa
P,. Dakle, povriina Zetverokut MNPQ je PPy

Dokazaéemo da e zbroj povriina frokutova ADQ | BCN

jednak treéini povriine Zetverokuta ANCD, tj. [ednak 1.

Zoiita, trokut ADQ ima tri puta manju osnovicu od tro-
kuta ACD, a visina im je zojedniika. Zbog toga je

1 _1
PADQ =3 PACD. Sligno zakljudujemo da ie PBCN_ EPABC,

R
Peie Pupa *Pacn "3 Paco t EPAnc E Pasco™

Sada dobljamo da je PANCQ=2' 4 8 Z_P'+2P2= , odnosno
P'+P2-I, a samim tim je PMNPQ =1.

I,
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