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Luka Celikovié

Metoda pomoénih likova
u planimetrijskim zadacima

Pri fjeSavanju planimetrijskih zadada ponekad nam s¢ ¢ini da je zadaca
neodredena, (). da je broj zadanih elemenata nedostatan za rjesavanje te zada-
¢e. Nadopunjavanjem slike (skice) novim elementima {duzinama, trokutima,
Cetverokutima i sl.] put rjefavanja zadade moZe postati jasniji.

U ovom 1zlaganju govorit éemo ¢ nadopunama slike samo s nekim (po-
modénim} geometrijskim likovima {jednakokradan trokut, jednakostranidan
trokut, pravokutan trokut s kutovima 30° 1 60°, pravokutan trokut s kutovi-
ma 157 i 75°, kvadrat, trapez).

Ovu metodu zovemo metoda pomodnih likova u planimetrijskim zadaca-
ma.

PokazZimo to na sljededem primjer.

Primjer . Unutar kvadrata ABCD dana je totka P takva da je 4PAB =
JABP = 15°. Dokazati da je trokut PCD jednakosiranican.

Rjesenje.
1. Metoda pomocnih likova v planimetrijskim zadadama

L1 Pomocni lik je jednakostranidan trokut

Neka su ispunjeni uvjeti zadatka. Tada je trokut AABP jednakokradan,
pa je i trokut ACDP jednakokracan (za¥t?), j. |PD| = [PC].

Neka je O tocka unutar kvadrata ABCD takva da je trokut AAPQ
jednakostranian. Tada je JQAD = 90° - (60° + 15°) = 15°, pa su
trokuti ADAQ 1 AABP sukladni (IDA| = |AB| = a, |AQ! = AP| |
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IDAQ = JABP = |5° ): te je i trokut DAQ jednakokracan, (j. IDQ| = jAQ]
[ JAQD = 18(° — 2. 15° = 150°.

I} C
a o
P
15* 159,
A 3 B

Kako je (zbog jednakostraniénosti trokuta LAPQ) i |AQ| = |PQ],
tada je i |DQ| = |PQ|, . trokut APDO je jednakokraZan, Poito je
FPOD = 360° — (60° + 150°) = 150° = 4AQD, tada su trokuti APDQ i
ADAQ sukladni, pa je |PD| = |DA| = a = |DC]|.

Iz jednakokraCnosti trokuta ACDP iiz |PD| = IDC| slijedi jednakos-
traniénost trokuta ACDP.

1.2. Pomachni lik je pravokutan trokut s kutovima 30° | 60°
DokaZimo prvo pomoénu lemu.

Lema 1. Neka je trokut AABC pravokutan s kutovima o = JCAB =
30°, B = 4ABC = 60°, y = 4BCA = 90° i neka su duljine stranica
|BC| =a, |CA| = b i |AB] = ¢. Tada vrijedi

a= 3¢ t, ¢=2a
(hipotenuza trokuta je dva puta dulja od katete nasuprot kutu od 30°) i
V3

b= 7 . b=aVv3
(kateta nasuprot kutu od 60° je /3 puta dulja od katete nasuprot kutu od
30°).
Vrijedi i obruto, tj. ako u trokuty ABC vrijedi

1 . V3

a=zclc=2) i b= > (b= aV3),
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tada je to pravokutan trokut s kutovima
a=30° B=60° i y =90

Dokaz leme.
B
60°
c
a
ao*
Cl 5 7‘,4
| g
| 5 -
ﬂ'l /C/
| 3 =5
| L
| -
o
BJ

Neka je ABC pravokutan trokut s kutovima o = 30°. B = 60° i
¥ = 90° inekaje B’ todka simetriéna toki 8 u odnosu na pravac CA kao os
simetrije. Tada je AABC = NAB'C (za8t0?), pa jo AABB' jednakostranican
trokut. Otuda slijede tvrdaje leme,

B
. c=2a
2
- a
Eat |
| bzc—zﬁ=aﬁ ///
| -
3 -
, %
| -7
e
o
B!
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DokaZimo sada obmutu tvrdnju, Neka u trokuta AABC vrijedi a = g

V3

(¢ — 2a)ib = - (b = aVv3). Zbog a® + bt = ¢ wokul AABC
Je pravokutan trokut s pravim kutom u vrhu €. Neka je nadalje todka
B' simetriCna tocki B u odnosu na pravac CA kao os simetrije.  Tada je
e . . .
|CB'} = = ( (BBl = ¢)i |B'A] = c. pa je wokut AABB' jednakos-
tranican. Stoga je <IABB’ = 60°, . 4ABC = f = 60°, zbog Cega je
ICAR = a0 = 90° - 60° = 30°,
Time je lema dokazana.

Rijedimo sada primjer.
1.2 1. Prvinadin

_ Neka su ispunjeni uvjeti zadatka. Tada je tocka P na simetral: stranica
AB i DC i uokut APCD je jednakokradan.

Neka je totka Q € EF takodaje $EAQ = 60° (1j. IPAQ = 45° }. Tada
Jetrokut AAQE pravokutan trokut s kutovima 4E£QA = 30° | JQAE = 60°

pa po Lemi 1. vrijedi |AQ| = 2|AE] = 2. f =g IAD[ Dakle, trokut
ADQA je jednakokradan i vrijedi SODA = ¢DQA = —(]8{J° 4DAQ) =
2(|xn° 30°) = 75° . 1j. 4QDF =90° — 75° = 15°

iz sukladrosti wrokuta AQDF i APAE (|DF| = |AE| = &, 4DFQ =
JAEP = 90°, 4ODF = 4PAE = 15°) slijedi |FQ| = iEP|. pa je

IFP| = |EQ]. Iz sukladnosti trokuta APDF | AQAE (IDF| = |AE| = 5 -

M| 2
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|FP| = |EQ|, 4DFP = JAEQ = 90°) slijedi |PD| = |QA| = a, pa na
osnovu jednakokra¢nosti trokuta APCD slijedi da je taj trokut jednakostra-
ni€an.

1.2.2. Drugi nadin

D G c
L]
F
uy z
: Pr3
154 X 158
A £ o

Neka je F tocka simetrale PE (PG) stranice AB (D), takva da

Je 9EAF = 30°_ Uz oznzke |PE| = x. |PF| = y, |AF] = 2 slijedi
g 3 3
s =xry =i 8= (amarng = iy 228,
a a
Bududi da je AP simetrala kuta JEAF . tadaje x : y = 5 = 5
3 2V/3 3 243
a;—f-—-3:2\/§.lj.y= T\/_x. lzx+y = a_3\/__ iy = n-v3£xslucd|

5t 3 : o
x=a- %. Stoga je |PGl =a—x = a_2£ . pa zbog |DG| = g slijedi
|PD| = a.

Dakle, trokut APCD je jednakostranidan.

1.3. Pomocni lik je pravokutan trokut s kutovima 15°  75°
Dokazimo prvo pomoénu lemu,

Lema 2. Neka je trokut AABC pravokutan s kutovima a = 4CAB =
15, B=<gABC = 75° iy = <}BCA = 90° i neka je ¢ = |AB| duljina
hipotenuze AB.a v = |CD| duljina visine €D na tu hipotenuzu. Tada vrijedi

Yy = = t} C—_—4V

(hipotenuza pravokutnog trokuta cetiri puta je dulja od svoje visine).
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Vrijedi i obrmuto. (. ako u pravokutnom trokutu ABC vrijedi v = 2
(¢ =4v), tada su njegovi kutovi a = 15° i 8 = 75°.
Dokaz leme,

Neka je CD visina na hipotenuzu A8 pravokutnog trokuta ABC i neka
je 9BAC = 15° i JABC = 75°, Neka je nadalje 8 simetricna tocka tocki
B u odnosu na pravac AC kao os simetrije | tocka D, € AB tako da je
B'D. L AB. Tada je ABB'A jednakokracan trokut, t]. vrijedi

[AB’| = |AB|. (*)
Kako je AB'AD, pravokutan trokut s kutovima 2 — a4D AL = 30°
. . . l |
DA = 60°, tada je po Lemi 1. [5'D1] = |AB| @ VN

, |
|B'D| = i‘AB!. {**)
Podto je

1
|CD|:E|B’D|| (*x4)

(2a$to?), tada iz {»x ) i ( * * % ) slijedi |CD| = 41!/’48[, tj.

!
VZEC‘ ¢ = 4y, (**x*)

DokaZimo sada obmutu tvrdnju.

METODA POMOCNIH LIKOVA U PLANIMETRIJSKIM ZADACIMA 7

DokaZimo sada obmutu tvrdnju. Neka u pravokutnom trokuty ABC vri-
jedi ( »xx=)inekaje tocka 8 simetri¢na to¢ki 8 uodnosu na pravac AC kao
os simetrijc, te £ € AB, B'E 1L AB. Tada je |B'E| = 2v (zasto?) g E,
paje po Lemi |. 2a = JEAB' = 30°, (j. a = 4BAC = 15°, odakle je
B = 4ABC = 75°,

Time je lema dokazana.

Rijedimo sada primjer.

o) T c
n
a m /]
R0
s |
A a < a i1
2 2

Neka je ABCD dani kvadrat i P to&ka unutar tog kvadrata za koju vrijedi
IBAP = JABP = 15°. Neka nadalje pravac AP sijece stranicu BC kvadrata
utolki Q,te R, §, T tocke za kaje vrijedi; R € AQ. BR L AQ, S ¢ AB,
PS LAB, T € DC, PT L DC. Uvedemo li oznake: |48 =a, |BQ| = b,

l
|AQ| = ¢, |BR| = v, |PC| = m, |PT} = n, imat éemo |P§| = ib'

|PT} = a- %b, 925 = Paasg = ‘2_" 2 4"2‘ . R
ab = 4v*. { %)
Prema Pitagorinom pouéku je a* + #* = ¢? ,apoLemi 2. ¢ = 4y, pa je
@+ b = 167, (%)

Iz {«}1(+=)slijedi redom a2+b2:4ab‘b2—4ab+02:0,(b*Za)z—
(a\/i)lzf).(b~2a—-as/§)(b—2a+a\/§)=0.b—2&+a\/§=0(zbog
b—2a—av3<0), b=al2-V3).
1
Odatle je n = a—l—:’ i ﬂ. m o= yfn? 4 (g) = g, pa je trokut

2 2
APCD jednakostranican,
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: - ™ . ! = £
Lt Poiseni Ik pe kveadrat jednakokraZan. Bududi da je u pravokuinome trokutn AQAD AR = -2~ =
D AQ|

— .« mora biti JAQE = 30°,t]. 40AE = 60°. Sloga Je 4QAD = 30°,
pa je u jednakokranome trokutu AAQD JAQD = JADQ = 75°. Tadaje
trapez DAPQ jednakokracan ( QDA = 4DAP = 75° ), pa su mu dijagonale
PD i AQ jednakih duljina, tj. |PD| = |AQ| = a. Analogno izlazi da je i
|PC| = a, pa je trokut APCD jednakostranidan.

Napomenimo da se primjer, osim navedenom metodom, moZe rijesiti i na
druge nacine,

A

2. Indirektan dokaz
Neka su ispunjeni uvjeti zadatka. Tada je ACDP jednakokraéan tro-
kut. Nad duzinom AP konstruirajmo kvadrat APQR Tada su trokuti AADR D

IR

-

N
8}

1 OABP sukladm ([ |AD] = |AB| = a, |AR| = |AP] = b, 4DAR =
4BAP = 15° {kulovi s okomitim kracima)), pa je |DR| = |AR| = b,
JRDA = 4RAD = 15° 1 JARD = 180° ~ 2-15° = 150°. Stoga je y
JORD = 150° — 90° = 60°, pa je (zbog |QR| = |[RD| = b} ARQD
jednakostraniéan trokut, . JRED = 60° 1 {DQ| = |PQ| = b, paje
4P = 907 4+ 60° = 150°. Dalje slijedi da su i trokuti ADPQ | HADR
sukladnl [PQ] = |AR — b, [DQ| = IDR| = b, 9POD = SDRA - 150° ),
paje DP — AD| = g, zbog Cega j¢ AHCDP jednakostranican trokut. B U
| e rl s |
1.5, Pormocni lik je jednakokracan trokut (jednakokracan trapez) < % £ s

Pretpostavimo (suprotno tvrdnji) da trokut APCD mje jednakostranican,
{Uodimo da je on svakako jednakokradan.) Neka je @ toc¢ka za koju je trokut
AQCD jednakostranican. Nekaje Q ¢ PF. Tada je 4QDA = 30°, paiz
jednakokraénosti lrokuta AAQD (|AD| = |QD] = a) shjedt 40AD = 75°.
Sada je §BAD = 15° + @ +75° = 90° + @ > 90°, §o Je u suprotnosti
s ¢injenicom da je 4BAD = 90°. Analogno bi za 0 € EP dobili da je
IBAD = 90° . Dakle, trokut APCD e jednakostrani¢an.

3. Trigonometrijski dokaz

Neka su ispunjeni uvjeti zadatka. Neka je @ tocka na simetrali EF stra-
nica AB | CD kvadraa, takvadaje JAQ| = |AD| = a. Tada je wokut NAQD

=\/(2-V3R=2-V3|=2-V3.
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D : £ : c
A % E g
APAE: a—x-ithS" = a—x-—(2~—\/_) = x“f"?:
ADPFUPH—XJ-’% IDF| = = i 4PFD = 90°) = y =4 —

trokut APCD je jednakostranican,

4, Analiticki dokaz

)

e

|
0

Nekaje 4 = (0.0), 8 = (a,0), € = (aa) i D = (0,a). Tada je:
APEy=k4pr_y=thS°xEy=(2—\/§)x, EPEng P =

1

V3
R R e
a — —
2
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V3 = 9 =60° = y =30° =3 2y = 60°, paje trokut APCD
jednakostranidan.

5. Vektorski dokaz

i
n__ 2
) ¥
5

5
AL.

[ - 30° 5. 42
b=ua.cos73 =sinl5° - \/T \/ V3 \/ \/_

V3| c0515°—\/1+cm30 V34| [z E ¢ = ccoql‘i"—
W2 B 2 - 2f 2 T2
I+ i g ¢~ 4 3+ 1 z
\/2_\/5 ac i g E:;(b-&g—f):zsluedi \/4_\2 ac:%.aodatle
dobivamo
2 ()
= . -
V341
- VRS - d
[ = 0s 75° = FoX=(b+=--1% = ax —
Z C-X = CXCO§ cxzﬁlcx (—1—2 x)x ax —x° Je
cx\/gﬁl—ax—xzzz»x“a—ﬁ_lc@aﬁ == y=a,paje
2\/5 = W5 2 y=a.paj,

zbog z = y = a, trokut APCD jednakostramiéan.
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Zadaci za vjezbu

1. U jednakokragnom trokutu AABC kutovi uz osnovicu su po 40° . Unutar
trekuta dana je totka M takvada jo 4MAB = (0°. IMBA = 20° . Odrediti
velidinu kuta §CMB .

Rjedenje. SCMB = 140°.

2. Unutar kvadrata ABCD dana je tocka P, takva da je |AP| : |BP|: |CP] =
1:2:3. Odrediti JAPB.
Rjesenje: 4APB = 135°.

3. Unutar kvadrata dana je tocka #. Iz vtha A spusiena je okomica na BP.
iz B na CP,iz C na DP,aiz D okomicana AP . Dokazati da se sve Cetiri
okomice sijeku u jednoj to&ki.

4. Koliko 1znosi duljina dy, simetrale s, unutamjeg kuta ¥ trokuta AABC
kome su duljine stranica |BC| = a, |CA| = &. a veli¢ina unutamjeg kuta
JBCA =y = 1207

ab
at+b

Riedenje: d, =

3. U jednakokraénom trokutu ABC kut nasuprot osnovici AB je 4BCA =
106° . Na osnovici je dana tocka D takva da je 4CAD = 21°. Dokazaii da
je |AB| = 2ICD).

6. Unutar jednakostrani¢nog trokuta AABC dana je tocka P takva da vrijedi
[CP* = |AP|* + |BP|?. Dokazati da je JAPB = 150°.

7. Konstruirati kvadrat kojemu je zadan zbroj @ + 4 duljina a stranice i d
dijagonale,
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