Najtoplije zahvaljujenprof. Luki Celikoviéu na dozvoli da skeniram saZetak predavanja
"Primjena kompleksnih brojeva u trigopnometriji"
i objavim na svojim web stranicama.

Isprintajte obostrano i presavinite na pola.
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Iz (***) slijedi: ' Luka Celikovi¢
cosx +isinx=(1/2) # (i32) = (cosx=1/2 ~ sinx = #13/2)) =

> xoa = & T3 + 2k, KEL. . PRIMJENA KOMPLEKSNIH BROJEVA U TRIGONOMETRIJI

U ovom izlaganju bit ¢e govgsa o primjeni kompleksnih brojeva pri odredivanju zbroja i
umnotka trigonometrijskih funkeija, dokazivanju trigonometrijskil identiteta, rjeSavanju
trigonometrijskih jednadzbi i pri transformaciji umnoska potencija trigonometrijskih funkeija u
trigonometrijski polinom

Primjer 5. Transformirati umnozak potencija trigonometrijskih funkeija
sin‘a -cos’a
u tngonometrijski polinom.

Rje§enJ¢; o —— Neka je z=a+bi (a,beR) kompleksan broj &ji je modul 1 =1z1=Ya*+b’ = 1. Tada njegov
» nmjenomz( ) (@)1 ( ‘] gl 5 trigonometrijski oblik glasi
sin'aecos’a= ({22- 1)/ 2z Y (2" + 1)/ 22) Z=cosa+isina (a)

=@M 33383y 128

Za konjugirano kompleksan broj 7 broja z tada izlazi
= (U6 (112)(2" + 12y - (2)( 25+ 1/2%) - 3D 2+ U2)) + 3-(1/2)(z+ iz ) e i

_ F=cosa-isina, (b

(3141 : pa je z+z=2cosa, {c}

= (1/64)-{cos 7ot - cos St - 3 cos 3o + 3 cos a) : 7-%7 =2ising {d)

= (1/64).cos 7o - (1/64).cos 50t - (3/64)cos 3o + (3/64)cos o _ oz~ 4.5 = 1he (&)

1z (¢), (d} i {e) izlazi
et e wwhiebli ¢ cos & = (2 +1)2z = (1/2)(z+1/z), (0
Zadaci z jed : sin a = (- DRz = (12i}z-1/2), 2)
o tg o = (-1 +1), (3)
= g + + =z F 2n-1)ex, g
1. lzradunati zbrej $ = coso + cos Ja + cosSa cos (2n-1)a, neN otg o = i HE-1). )

( Rezultat: §=sin2nee / 2sina ).

Primjenom Moivreovih formula

2, lzratunatizbroj S = sino + sin 2o + sin3q + . + sinng, nEN. R TSI R D ®
T B w : . a Z
( Rezultat: § = (sin ((n+1¥2)c sin {neu2)) / sin (a/2) ). z"={cos o -1sinc)" = cosne - isinne ()
Cunati z = . 3. /2™ . «cos (a2 _ slijedi:
Ry e sl T e
' : sin nee = (57 - 1}/ 2i2" = (1/2) (2" - 1/2"), {6)
) In - . In
4, Rijesiti jednadzbu cos 4x ~ sia?'ix =1 :% na =[? 20 :{ J’;(zh+ll}, {;)
{ Rezultat: x,2 = + (w/12) +{kn/2), xs=km, keZ). ctg na = iz )" - 1) (8}
L I . ; : Y = Py a2 i Za zi=cosatising, zz=cosP+isinf (h)
5. Dokazati trigonometrijski identitet sin (48} sin{a-f) = sin "o - sin B. e 212 = o8 {01+ B} + 1 sin (e + B), 0
6. Transformirati izraz sin * o u trigonometrijski palinom. 7-1';’-2 = cos {fz % B13)}_+I s (0(‘ £ ﬁé) ?12)
ftat: sin ‘o = (1/8)-cos da - (1/2)-cos 2c + 3/8). L Sy TeOsdhr 1sin (@ - ),
{ Rezuitat: sin* o = {1/8)-cosda - (1/2)-cos ) = 08 (o B) - sin(cr - B, (1]
Qdatle je:

cos(m+P)=(a'z +1)/2n %, (9)

sin(a+f) =@ %' -1)/2inn. (10)

tg(o+ By =2z’ - ) /i{zlz’ + 1), (11)

ctg(a+ Pr=i@’n + )/ @zl - 1), (12)

cos{a-Py=(z'+ 2V /2222, {13)

sin (o - f) = (2% - 22} /2izz. (14)

tg(e - B) = (- z7) /i (2’ + 1), (15)

cgla-P) =i+ o) (@' - ) (16)
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Specijalno za
Z=cosT/n +isinn/n (m)
1z {f} slijedi:
2=, "=-1, 2" =1, (an

Pokazat ¢emo sada na primjerima primjeny formula (13 - (17).

Primjer 1. Bez uporabe tablica, kalkulatora i sl. izratunati zbroj
$ = sin (/10) - sin (32/10) + sin (ST/10) - sin (7n/10) + sin (9n/10),

Rjefenje:
$ = sin {=/10} - sin (37/10} + sin (57/10) - sin (?=/10) + sin (57/10)
= (1/2) + 2 (sin (x/10) - sin (37/10))
S(V2+28,,
gdje je Sy = sin (=/10) - sin (3n/10).

Neka je
z =cos (n/10) + i sin (x/10),
Tada je :
_ ar ) an un an
sin (m/10) = (z°~ 1)/ 2iz, sin (3n/10) = (2*- 1)/2i2, =i, 2% =-1, 2=, "
pa imamo Si=(2- 1)/ 2iz- (2%~ 1) 1 21

=22+ 2+ )28 MR A
= {2 +28 - 2+ 2 1 21
=@ D) - 1) - )2
=212+ 1)
=(-1-2}/ 24+ 1)
=-172
Stogaje S=(1/2)+2(- 1/2), 4.
§=-1/2.

Primjer 2. Bez uporabe tablica, kalkulatora i sl. izradunati umnozak
IT = cos {=/9)cos (2n/9)-cos (3n/9)-cos (4n/9).

Rjesenje:

IT = cos (n/9).cos (27/9)%cos (3n/9)-cos {4x/9).
= (12} cos (n/9)cos (2n/9).cos (4n/9)
=(1/2} 1L,

gdje je IT; = cos (1/9)-cos (2n/9) cos (4n/9).

Neka je
z = cos (1/9) + i sin (n/9).
Tada je:

{1} ; {3 [£1] (17} {17}
cos (w9} =(z" + 1)/ 2z, cos (2n/9) = (2* + 1}/ 222, cos (4m/9) = (2" + 1)/ 22", 2 = -1,2"% =1,

pa imamo:
T = (22 + D/ 22" + 1) 1 2242 + 1) 1 22%)
s+ 2P+ 2+ 1)/82) (2 D)
=242+ 2 +2)/82%)
= (2 /@ -1/ (-8)
=% DD - 1)
=(1-2)/(-8(z*- 1))
=18
Stoga je T1={1/Z}(1/8), j.
=146

Primjer 3. Dokazati trigonometrijski identitet
sin ¢ + sin 2a + sin 3o = (sin 2 sin (302} ) / sin (0/2)

Rjefenje:
Neka je
z = cos (o2} + 1 sin (e/2),
Tada je:
2} [L]] {6}
sin (o/2y={zF- 1)/ 21z, sin(3a/2) =(2"- 1)/ 2i2}, sina=(2'- 1)/ 2i2’,
[(3] {5}

sin2a = (28 - 1}/ 2i2%, sin3o=(z"*- 1)/ 2",

pa je:
sin o+ sin 2o+ sin 3o = {(2*- 1)/ 2i2%) + (2 - 1)/ 2i2") + (2" - 1) /21

= 2R+ 20+ 2222
= (- '+ 2+ D22 - 1)1 - 1)
-1 01281
= (((Z- D72y (- 1)/ 2i2)) 1 {((Z - 1)/ 2iz)
= { sin 2q-sin (3/2) } / sin (0f2) .

Printjer 4. Rijesiti trigonometrijsku jednadzbu
8 cos’x-6oosx+2=0, {*)

Rjedenje:
Neka je Z=cosXx+isinx
Tada iz {*), primjenom (1), dobivamo:
B((Z'+1)/22) - 6({2+ 1)} /22)+2 =0
2+22741 =0
Z+1)=0
Z+1=0
(z+ 13{F-z+1) = 0
n=-1 (") v z3=(12) £ (f32). (***)
Iz {**) slijedi:
cosxt+isinx = -1 = (cosx=-1 - sinx=0) =
= 1, =(2k+1)x, keZ.
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