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Primjena radijus-vektora
i koordinatne metode u planimetriji

Za pratenje ave leme ponovit cemo prvo neke Sinjenice o vektorima.

metoda paralelograma zbrajanja vekiora
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metoda paralelograma oduzimanja vekiora

&

Neke primjene radijus-vektora u planimetrijskim zadadama pokazat &
mo u sljedecim primjerima,

Primjer 1. Nekasu A, 8 i C kolinearne to¢ke {pripadaju istome pra
cu}. Tada vrijedi:

AC ~ i —Arg
A={ABC) = —ER 1} <= = —
(8% ~5p ERYL = ey
Rjesenje.
AC — — ——t —_ — —
ﬂ.:(ABC)::é—-C:;éI@).-BC:AC@l-(rc~r3)=rc—r,\
. o 25 _ = ~ s
e rell =AY =15 = Arg /—.{1_;h);eo¢=>rc=r—"]——{—”
radijus—vektori
(Poletak svih radijus—vekiora a . ;; . :é ... jeuishodiftu Q.) ra +rg

Pritjer 2. Tocka O je sredidte duzine AB <= g = 7
A

Rjefenje. Dokaz tvrdnje slijedi iz primjera |, stavljajuéi A = ~1.

Primjer 3. Dokazati da se sve irttezi¥nice trokuta AABC siyeku u 1sto;
toéki 7 {utzv. teZidtu trokuta} za kaju vrijedi
— | = —

—
< rrzg(r,\+rg+rc)!

Rjeienje. Nekasu D, E, F redom polovita siranica BC, CA, AB Uro-

-

Svaki se vektor dade prikazati kao razlika radijus-vektora svoje zavrine kuta AABC inekasu K, L, M redom totke na tefifnicama AD, BE, CF
i svoje poleine todke. toga trokuta za koje vrijedi: {(ADK) = -2, {BEL) = =2, (CFM) = -2,
Tada je
AB = rg = ry Fp = et
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pa je
-— — — —i —4
= fa +2rp ra g ¥ ore
g = =
42 3
Isti rezultat se dobiva i za r, 1 ry, paiz ry = r. = ry slijedi

K =L =M, §toznadi da se sve tri teZifnice trokuta sijeku u istoj todki.

Oznad¢imolitutofku K = L =M sa T, izlazi Tr = %f_m +org 4 ore )

Primjer 4. Neka su AD = 1,, BE = 1, i CF = 1, tesifnice
trokuta AABC. Dokazatida je ;: + —r: + ;: = _6 !
Rjefenje.

e e e T o Sy ——y — —

sn+:,+:r:AD+B£+CF:(rD—?§)+(?—?}})+(rF«rc-)

— — l——¢ —v I — et —
= \\—frg-kr, --r,,) -}-(—2-(r(-4 4 *—FB) + { (ra + ."g —r(-) = 0.

anjer 5. Tocke P, @, R, S su redom poloviita stranica AB, BC,
CD, DA tetverokuta ABCD . Dokazati da je detverckut PQRS paralelogram!

Rjefenje.

Kako iz f’Q =~ SR shjedida je PORS paralelogram, doveline je poka-
zatida je PQ = SR . Imamo

PR=rog~rp= {rg+rc)— lra+ral = z(0¢ - ry)
2 2 2
e {1 — TR S
= Sfee drpl = slrp 4 rad =g 0y 5 SR,
s Fil
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th

2l

" =

Zadatak 1. Nekasu D. E. F redom sredista stranica BC. CA. AB
rokutn AABC. Dokazatt da za srednpice trokuta vryjedu

— ] e - 1 =a —— 1
5 = = Sl = B D;‘ = T 61 '
ED = 5 AB, L 5 BC, g &

Zadatak 2. Nekasu E i F redom polovidta krakova DA i BC trapeza
ABCD . Tada za srednjicu EF toga trapeza vrijedi

—_— 1 i + e
Urekazan!

Primjer 6. Neka srednjica EF trapeza ABCD sijece njegove dijagonale
AC i BD redomu loékama MiN. Dokazali da je

MN = (AB - Bey (AB + CDY!

Rjeienje.

Neka su ispunjeni uvjeti zadatka.

Primjenom sli¢nosti trokuta { AAME ~ HACD ABFN ~ ABCD)
izlazi da su M { N redom stedifia dijagonala AC i DD rapeza ABCD.
Stopa shijedi

— —t

e—
AN e -y =
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Primjer 7. Tocke E { F su redom sredifta stranica A8 1 C _"Eelxﬂo-
kuta ABCD , atolke P, O, Ri 5 suredomsredifta duZina AF, £D, OF

EC . Dokazati da je Setverokut PQRS paralelogram!

Rjesenje,
PQz-’Q“"'P"—'E{rD"' E}“z("'ﬁ.‘*'rF)

l'—i —_—t @ — —F

“i(fcﬁ (m+rs))h—(m+—(fc+ro))=Z(-n\+rﬂ—rc+f&)'

lsti rezuliat dobivase 1 za SR pa iz PQ SR slijeds tvrdnga.

o Primjer 8. Dane su tocke D, E. F redom na stranicama 8C, CA,
AB trokuta AABC, takveda je (BCD) = (CAE) = (ABF) =4 € R4 {1},

Pokazati da rokuti HABC 1 ADEF imaju zajednicko teZidte!

Rjeienje,
C

7 Luka Criikovie

Neka suospunjeny uvjel zadatka s nekasu 7, 1 7 redem edidta trakuta
ADEF 0 HKABC. Tada po primjere 3 rmamo

ik ke — — ] fg—);rf FC—AI’A r,\-—/lrg
5 il +re + rered,
. 3(9 £ ¥ 3( ied T gl Tag )
l —_— —
=m( A)ra + 78 + 7c) *—{r,4+ra+rc)»rr

e

= rm=r = T =T

Primjer 9. Tocke K, L, M, N su redom polovi§te stranica AB. BC,
CD. DE peterokuta ABCD, 2 P 1 0 su redom polovidta duina KM 1 TN .

Dokazati da je PO|IAE | |PQj = ZIAE| ]
{Driavno natjecanye 1996, 1. r §5.)

Rjesenje.

Neka su ispunjent uvjeti zadatka. Tada imamo

PQ=rg-rp= i(faﬂ"w)— i(*’x + 1)

_ } ] — iy . ] = e I [ = — I — —
= E(E(fﬂ +re) + iffr) + fF)) - E(ifh\ + )+ iffr E fn))
I — — | —

= -’{f‘ — = —-AF
E = Al dAL‘

adakle slijedr tvrdnya.
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Zuadatak 3. Dam su puralelograms ABCD, EFGH 1weke P @, R,
S redom na dutinama AE . BF, CG, DIf akveda je [AEFP) = (BFQ) =
{(CGR) = (DHS) = =3 . Dokazau da je PORS paralelogram!

Daljnju primjenu radijus-vektora u planimetriji imamo u dokazima koli-
nearnosti to¢aka, kopunktalnosti pravaca, ckomitosti pravaca, u izralunavanju
omjera duljina duZina i dr., §to je primjerenije srednjo3kolcima.

Utenicima osnovne §kole primjerenija je koordinatna metoda. U tu svrhu
ponovit cemo neke pocetne injenice iz analitiCke geometrije.

1 | 5
(xp, 0] = (E(":A + xa). E(m +)'3J)

koordinate polovista Plap, vp} duZine AB ., Alsa, ¥a). Blxg, ya):

¥ = ¥a

ko = 22722

X§— Xa
koeficijent smjera pravea AR, Alxa, ya). Bixg, ¥s))
i Zi(l' — X4}

Ap » Xa

jednadiba pravea AB. Alxa, va). Blag va)s

¥ o ¥a =

¥ ya = k(x - xa)
jednadiba pravea lockom Alxa, ya) kome Je k koeficijent smjera;,
ki = k;
uvjet paralelnosti pravaca y = hix + 0 1 y = kax + [y
ky-ky = =1

uvjet okomitosti pravaca y = hix + 4 t y = kpx + by

1
Y 5 xalye — vo) + xalyc — ya) +xclya — yg)l =0

uvjet kolinearnosti todaka Afxa, ya). Blag, yu), Clae, vo):

. - - -
AR = \’..-'{{Ji,g,- =l vy = ya)
udaljenost wdaks Alaa, vald o Blag, yy!

Zadatak 4. dzrecite tvedise b prinyerima Lo 20 pomedu kourdinata,

Prmgenu koordinatoe metode pokazat demo o shededim primjerima.

AC

9 Luka CeLixOVIC

Primjer 10. Nad katetama pravokutnoga trokuta 24 BC nacrlani su jed-
nakostraniéni trokuti BCF i CAE. DokaZite da je CE L FB !

Rjefenje.

Odaberimo pravokutni sustav tako da je C{0, 0), A(b, 0}, B(0, a). Tada
je E(bf2, ~bV3/2), F(~ay3/2,a/2),paje

kcszl’i___?_’E: w3,

Xg — X¢
il LI &

xp—=xp /3
keg - keg = ~ 1,
CE | FB.

Primjer 11, U pravokutniku ABCD tocka £ je nofiste okomice iz vr-

ha & nadijagonalu AC. Ako je todka M polovidie duzine AE, a lodka N
polovidte stranice CD, dokaZite daje 4BMN = 9¢% !

(Zupanijske nagecarye 1999, VI 08

Kjesenje. Nekaje A(0,0), B(a, 0}, Cla, &), (0, b). Tadaje N{a/2,5),

paimamo

It

S T
& 4
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R e SR T,

BE L AC K ] : BE Boy
2t i =% N = e T f oy ==X TR
) 8L k,.-‘(j b : b [‘?
a’ ab a’ ah &
e Bl sy Elem——spemepy | 5 Ml ————>5 5775 A
ko= AR - r(nz + 05 a4 b3> (Z(r:“ 4+ 62 2(at 4 07) )
at + 20° ab
T EDPOPN e M B SV - ko kg = —1, MN LMB.
MM i MB 2T+ 25 MmN KumE

Zadatak 5. Ako to¢ka E raspolavlja stranicu AD kvadrata ABCD 2 F
dijeli njegovu dijagonalu u omijeru 3:1, ra¢unajuci od yrha A, tada su pravci
AE i BF medusobno okomiti. DakaZite!

Zadatak 6. Na stranicama AB i BC kvadrala ABCD danc su redem
ofke £ 1 F.(akve da je |BE] = 1BF|. Neka o BN visina lrokuta BCE.
DokaZite da je trokut BNF pravokutan!

{ Driavno natjecanje 1998. 1. r $8.)

Zadatak 7. Iz polovista D osnovice AB jednakokralnog trokuta
LABC spudtena je orligmiga_DE na stranicu BC . Akoje P polovidte duZine
DE , dokatite da je AE L CP!

Zadatak 8, Nasuanicama AC i AB jednakostranicnog trokuta AABC
dane su redom tocke M i N,takic__daj_c_l_MCl . {MA| = INC|: WAl =21,
Ako je totka P presjek dufina BM 1 CN . dokazati da je AP L CP!

Primjer 12. Dan je paralelogram ABCD. ori cemu je |AB) = 2 |BCY.

Ako je tofka M polovidie stranice A8, onda j¢ CM L DM . Dokaiite!
(Zupanijsko natjecanje 1994.. Vil r. 05)

11
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Rjeienje. Neka je A(Q, 0}, B{2a,0
. 0}, B{2a,0), Cld + 2a,v). D(d
vi =l — d? | M{a, 0),paje ( D) e

v 3

kMC:d kMD:d :

bl
L . o
HE Rp = g B gy Sl MO LMD

Primjer 13. Dan je konveksan detverokut ABCD i redom polovifta K

L, M, N njegovih stranica AB, BC, CD, DA -
g , BC, CD, DA. Ak L
je AC L BD. Dokazite! oje |KM| = |LN|. tada

Rjeienfe.

D

/
)
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Iz
R(BpR i) (b ety
2 2 ) 2 ' 2 :
m(Ede Yetyey  ymod s yotuny
2 2 2
:
[KM[* = (18],
f,
O = x6)2 + (ymr = y)? = (xw —x0)t 4+ (yw ~ y)?
slijed

;i 5 b
{xa = vllan = pd A v vl ey =y 0

YC —Ya Yo —¥s

=1, Kic - Kgp=-1
Xc — X4 Xp—xg 1 AC 8D 3

Sto znadi da je

C 1 Bh

Z_adatgk 9. . Dan je trokut ABC. |AB] < JAC|. Akosu M, N, P redom
Polow§la n_;_cgovzh stranica BC, CA, AB,a H noZilte visine iz vrha A . tada
Je PNMH jednakokradan trapez. DokaZite!

Zadatak 10. Dokazite tvrdnje u primjerima 3., 5., 6., 7. { 9. metodom
koordinata.

Primjer (4. Dan ¢ jednakostramcan eoku SABC Ako ge P edha
aa stramct AC, takva da je [AP| = 3[PC|, Q todka na strapsci BE. takva
da)F {fg__Q[ 1QCI =3:2 itweka R na praveu BC, takva da je B sredilte
du'ime AR . dokazitedasu totke P, Q, R kolinearne (leZc na istome praveu).
Vrijedili tvrdnja za bilg koji trokut ABC?

Rjefenje.  Neka je A(~a/2.0), B(af2,0). Tada je OO, a/3/27,
Pl-a/8 3av3/R). Qla(5. 3av/3/10). R(3a)2, 0)

2 Papge =0 slijedi kolincarnost 1oéaka 7, Q. 8.

Tvrdnja zadatka vrijedi za svaki trokul OABC . Dokaite to!
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Primjer 15, U “gusarskoj” uvali otoka Tortuga nalaze se vjeala V, bor
B ipaima P. Krenite od vie3ala prema boru i brojite korake, pa se kod bora
okrenile pad pravim kutom na desno i odbrojite iste toliko koraka, te pobodite
kolZi¢ K. Vratite se k vjeSalima, krenite od njih prema palmi brojeéi korake,
pa se kod palme okrenite pod pravim kutom na lijevo, odbrojite isto toliko
koraka i pobodite u zemlju kol&i€ Ky . Blago cete nadi na mjestu Z, koje je
woeno na pola puta izmedu koléida Ky 1 K. Medutim, kada sme dodli do
“gusarske™ uvale, nije bilo vjedala. Kako demo pronaéi blagoe?

Rjesenje.

Nekaje B{-6,0}0, P(0,p). b < p, V(O,v). Tadaje Ky = (b= §),
T T 3 "I_-?(Jr).—bp-f‘h . - lasai Blais v i
27 P ) pae 2] —e— —f—) . $to znadt da poloia) blagz 7 ne

uovis o nolofuju vielala Vo
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