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Primjer 8. Rijediti sustav jednadibi
P tyz+x=0
xz24+yz—x+z—-1=0
y2+xz—x=0 x,y,Z € R.

Rjesenje. Zadani sustav jednadZbi moZemo pisati u obliku

Xx+)+yz=0

(x+ 1Yz~ +yz=0
x(z—1}+y*=0.

Stavimo |i

a=(x,y)
b= (x+1,2)
c={z-1,),

sustav (b) moZemo zapisati u obliku
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{x,y,2) = (0,0, 1}.

(a)

(b)

()

=0; (x,y)=(0,0) = x:y:O;B:(I,z),E:(;—l,O);
b &=0 = (1,2) (z—=1,0)=0 = z—-1=0 = z=1

(f)

22 b=0; (x+1,2)=(0,0) = (x=-1Az=0);d=(-1,),
€=(~1,y,;8-€=0 = (-1,))’=0 = 14+y*=0 = 0.
3 &=0; (z-1,) =(0,0) = (z=1Ay=0);d=(x,0),
b=(x+1,1);d.5=0 = x(x+1)=0 = x¢€{-1,0
(x,y,z) € {("1’0!1):(0s0’1)}' (g)

Iz (f) i (g) slijedi
(x.y,2) € {(-1,0,1),(0,0,1)}.
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Luka Celikovié

Primjena skalarnog produkta vektora
pri dokazivanju nekih nejednakosti i
pri rjesavanju nekih jednadzbi

Za vektore @ = a, 7+ a,,r + ak = {(ax, ay,a;) i b= byT + b. ,r + bk =
(b, by, b;) definirat éemo nphov skalarni produkt kao

= (@] - |B] - cos 4(a, B), (1}
odnosno 5
@b = adb, +aby,+a,b, {(2)

Pri tlome je duljina vektora @ dana sa

|a‘|=,/a§+a§+af. (3)

Zbog cos ¥(3,5) € [—1,1], iz (1) slijedi
b< a8, (4)

odnosno prema (2) i (3)

a,b,+a,,b,,+a,b,g\/a3+a;+a3-\/§3+ag+b3. (5)

Ako u (4), odnosno {5) vrijedi jednakost, tada je 4(&,5) = 0, odnosno
ayibr=ay,:by=a;:b, (6)
U sljedecim primjerima pokazat éemo prlmjcnu relacije (4), odnosna {5)

pri dokazivanju nekih nejednakosti, odnosno pri rje¥avanju nekih jednadzbi i
sustava jednadzbi.




Primjer I. Dokazati ncjednakost ;
azb(b —¢) + blefec —a) + cza(a -b) 20, abreR™

Rjefenje. Dana nejednakost ekvivalentna je nejednzkosti
1 ! 1 1 + I 1
ab b ca T a2 hT T 2

Neka je @ = (J;, i, %) i b= (%, L &) . Tada tvrdnja primjera slijedi iz (5).
Primjer 2, Dokazati nejednakost
2-x
+f— 3 0,2].
Vx "/x+1<"f‘ x€[0,2)

Rjesenje. Nekaje @ = (x,1) i b= ( ‘/X_H ) Tada je prema (5)

X

vx + 7 < V3. (a)

Kada bi u (a) vrijedila jednakost, tada bi bilo +/x : 1 = 1 : 1/%, 4.
x* — x4+ 1 =0, %o nije ispunjeno ni za koji realan broj x.,

Posto u (a) ne vrijedi jednakost, tvrdnja primjera je dokazana.

Primjer3. Ako zapozitivnerealne brojeve x, y, z vrijedix+y+2z=3,
tada vrijedi x + 3 + ¥ + 3 + vz + 3 £ 6. Dokazati!

RjeSenje. Nekaje & = (Vx+ 3,y +3,Vz+3) i b={1,1,1). Tad
Jeprcma(S)\/x+3+\/y+3+\/z+3<\/x+y+z+9\/_ \/_\/_
6, éime je tvrdnja primjera dokazana.

Primjer 4. Dan je trokut ABC itoka M unutar njega. Ako su &y, hy,
h; redom duljine visina na stranice BC, CA, AB tog trokuta, a u, v, w
redom udaljenosti tofke M do tih stranica, tada vrijedi nejednakost
bk
u v W
Dokazati!

Rjefeuje Neka jc P] = PAB‘CM: Pz =
P = Paasc i nekaje @ = (/Py,/Pz2,/P3), b = '|,7’E, L.} . Tada
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jePi+Pi+Py=Pif=4 L=
tvrdnja primjera. i

< ¥

P% , pa prema {5) slijedi

¥

Primjer 5, Dokazati nejednakost

sina-sinfl-siny +cosa-cosf-cosy €1, a,B,vy€ER

Rjesenje. Neka je @ = (sinasinf,cosacosf) i b = (smy cosy)
Tada je prema (5) sina-sin 8 siny +cosa-cosBrcosy = d-b < |d]|B| =

yV/sin? asin? B + cos? acos? f-y/5in? y + costy < \/sina + cos? BT =
1, &ime je tvrdnja primjera dokazana.

Primjer 6. Rijesiti jednadzbu
Val4+3x4+2=vVx-2+2/x x€R. (a)
Rjesenje. Uvjeti:
x? +3x+2,0 = x € R\ {(-2,-1

-220 = x22 => x€[2,00). (b)
xz0
Nekaje 4 = (vx—2,2) i b= (1, /x). Tada je prema (5)
Vi—2+2/x < V2 + 3+ 2. {c)

[z {a), (c) i (6) slijedi VXx—2:1=2:/x, odnosno x> —2x— 4 =0, pa
prema (b) izlazi x = 1 + /5.

Primjer 7. Rijesiti jednadzbu

Vio 14+ V9 -x=x—10x+29, x€R (a)
Rjesenje. Uvijeti:
(x=120A9-x20) = x€(1,9]. (b)
Nekaje @ = (Vx = 1,vF—x} i b= (1,1). Tada iz (5) slijedi
JrTT R i ()
Sdruges!ranejexz—10x+29=(x—5)2+424,tj.
2 —10x+29 2 (d)

1z {a), (¢} i (d) sada izlazi v/x— 1 + /9 -x-4/\(x——5)2+4-4 t.

prema {b} x = 5 je rjeSenje dane jednadibe.




