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Luka Celikovié - VYEKTORI (ODABRANI ZADACT)
- .

Izdavad;:
Drustve mladih matematidara "PITAGORA" Beli Manastir
Skolska 3, 54300 Beli Manastir

Urednici:
Luka Celikovié
Milan 3arié

Tehnidki urednik:
Branke Vujaklija

Korektura:
Anda Mi jatovié

Denis Vidovié

Tisak:
Grafilko poduzedée "SLOVO" Beli Manastir

i =

[I¥EKTORTI|} -

Za razumijevanje slijededih zadataka udeniei moraju pez -
navati definicije i osnovna svojstva slijedeélh pojmova: K
vektor (duljina, pravac i orijentacija), suprotni vektor, nul-
vektor, zbrajanje vekitora [(metode paralelograma, trokuta i
mnogokuta), oduzimanje vektora {metode paralelograma i troku -
tal, rad_qus lgktor _gpsebno prlkaz velctora AD pomoéu radi jus-
vektora r, 1 ry: AB= B~PA) mnoZenje vektora skalarom {(brajem},

A
lingarna zavisnost i1 nezavisnost vektora, skalarni produkt
- — — -t - e - —
vektgr {a.poEf- lal.Ibl.cosd{a,b}, posebno a2=|aI2=a2, alb

¢=> a.B= 01, prikaz vektora u koordinatnom sustavu ..,

Neki zadaci zahtijevaju poznavanje trigonometrije.

Sve ovo Je u programu redovne nastave matematike, pa se
na tome neceme zadrzavati.

Zadatak 1 (Pokrajinsko nat jecanje SAP Vojvodine, I r., 1980.):
Weka je ABCDEF pravilan Sesterokut, M sredidte stranice DE, N_sre-
dlste duzine BAM i P srediste stranice BT, dzraziti vektor fie
pomodu vektora AB i AF.

Rjeienje:

B =

Zadatak 2: Definicija: Neka su A,B,C tri kalinearne todke {le-
Ze na_istome praveu) 1 A#B. Tada kaZemo da todka C dijeli du -
*Zina BB u omjeru A 1 pilemo (ABC)=R akko je AG=ABC. Pri tome
je C izmedu toZaka A 1 B za A<0, izvan duZine AB za A»0, od-
nosno CEA za A=0.

- Zadatak: Neka su dane 3 kelinearne todke A4,B,C za
‘koje vrijedi (ABC)=A i neka Jje dano ishodilte 0. Ako su ri

fEELragijus—vektori todaka A i B, dokazati da je radijus-vektor
re tocke C dan izrazom: FE - (r -Ar YALI2A).
Dokaz: e
A__ ¢ B ? B C(aBCI=A 3 AC=A.BC 3 To-TR=A.(r-rp) 3
C b o a5 S FoU1-n)eF,-Arg 9 ro=(r,-arg)/{1-2).
A2 e - % c A"Ag c*i T
/) B al T
o] (o}

Zadatak 3: Ako je C sredilte duZine AB, tada je FE’:(F}@)Q.

Dokaz:
Tvrdnja odmab preoizlazi iz prethodnog zadatka za Acs-T,

Zadatak U: Dokazati da su teiiZnice trokuta paralelne i Jjedna-~
ke stranicama nekog trokuta.
Dokaz:
Neka e ABC 5§d§ﬂl trokut 1 D,E,F redom polo ista nje ovil
ﬁ“ i [_.: —i-ﬁ'

stranica BC,C4,A Uvedemo 11 oznake Z, &
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BE= tb, CF=t , dobivamo: a+b+c=0,
g Wi S | --F b s —
ta-c+af2, tb=a+b12, tc:b+c.-"2.

Zbrajanjem vosliednje tri jednakeosti izlazi
E 4k, 4t = g(a+b+01: S.O 0, 8to znali da se

a- .k
od tq’tb'E: mofe nafiniti neki trokut.
£ Dru nas
b Dgugl, naclin: — — s s, —3
—,/ﬁ\\ ta =AD= rD-rA_(rB .{if—r&i-rﬁ+rBf2+rCIZ
zi i analogno tome tb:rAFE—r +r§f2
e — —» —
4, t =r, /2 +r’ 1o ~r'c, odakle Je t_+t +t =0.

Zadatak S5: Ako su A,B,C,D bilo koje tecdke u ravnini, a K,L,M,N
redom polovidta duzina HB BC,CD,DA, tada je KLMN paralelogram.
Dekazati !

Dokaz:
H; oanake kao na slici imamo:
a+B’+c+a=3
KL=3/2 +5/2 TR A -
—a:a +.- = =
ME-C/o sdi2| * % KL+MNz=(a+b+c+d) /2 =0 =
——y
KL= -MN =z KLMN je paralelogram.
Drugi nadin:
T - =3 N g = R
K%LEL_rK‘(PB+rC)f2 (rA+rB)f2 -(rc rp)izs
=AC/2. —
Isto se dobiva 1 za NM, pa je KLMN parale-
logian

Zadatak 6: Dokazati_tecrem o srednjici trokuta: Ako su Dy BEF
pelovista stranica BC CA EB tro&uta LBC, tada wvrijedi:
Eh-ﬁﬁB FE_EBC DF_?CA.
Dokaz: C
-E-IB‘;F‘*—‘P_':(?'M’H:%)I? -(r
£ L E B C C
b -AB!E‘.
alogno se pokazuje da vrijedi:
A = a _% BC/2 i DF=CA/2.
Zadatak T: Dckazati teorem o srednjici_trapeza: Ake je ABCD
dani trapez 1 P,Q srediqta krakova AD,BC, tada vrijedi:

PQ: 2(ﬁE+DC}.

. & -—-OA*'"’ _
+rﬁ)!2-(rB PA)/E_

Dakaw:
bz %;ﬁdk& kao na =slici imamo:
Be -d/2 +a+bK/ 4 O P . &
Bodio 4B Bro2 + D 2Wzase & mz=(a+c) /2.
qugi naéin:
PQ:FQ T'E)—(I“BH" 12 —{r‘ +r'D}J’2 =
( r )+(r\-r 11/2 =
il
= (AR r'l)fg',
Zadatak B: Dokazatl da se sve tri tefiinice trokuta ABC aije-
ku u Jednoj bodki (rtefistu trokutal), koja svaku od tih te®is-

- 5

nica dijeli u omjern A= -2 { dokazati da je Fos MFTapler?
p T 3 AT et g
Dokaz: C
Heka jJje ABC zadani _trokat 1 D,E,F redom
sredista stranica BL CE ,BB. Npka Je nada-

I

E lje K toéka duzine AD takva da Je {ADK)=
2 =-2. Tada jeTy=(r +2i /(1422
— o g
:(rA+rB+r 373,
A F a Sliéno =ze dobije i za todke “EBF {BEL)=-2,

odnoano MECT, (CFM)=-2, pa je K-[EM 3to
OZNACAVAMD sa T

Zadatak 9: Totka T J§4fE7LSte trokuta ABC akko wvrijedi

TA+TB4TC=0.
Dokaz: e S —
NuZnost: T tezifte trokubta ABC 2 TA+TJ+TC:Er:~rF}+(rB-rT)+
+(PC—FT) (PA E Z*Sif_%r ~5F 2
Dovol jnost: TA+FB+TC ] {IA"F )+(rB—rT)+(F”~F;):3 =

> F;=(F:+FB+FC)33 # T tefisite trokuta ARC.

Zadatak 10 (Opéinsko natJecanJe 3R Hrvatske, IT r., 1989.): U
konveksnom m peterckutu ABODE tocke K,L,M, N, qu redom palovista
stranica AB B CD DE. - _Dowarzati da je duzlna Vojiw odreduju po-
lovidta duz1na KH i IV parzieina sa stranicom AR, te da je
njena duljina jednaka Getvrtini duljine stranice 4E,

Dokaz: D oy

. N » PQ--'FS-FP’ (Fp+ig) /e =(ry T

'!’ —((I"BH‘ )f2 +\r' E)!”)f’-_-

'~ -((P +r" )l2+(r‘ I }.:2 =
L =(r. -f’)/“ =

A K a8 =11_|':_’f4.

Zadatak 11 (Opéinsko natjecanje SR Arvatske, [IT r., 1986. ;

Meduopéinske nat jecanje SR _Srbije, T r., 1987.): Tocke E i F

su srediita stranpica AB i _CD cefverokuta ABCD, Dokazati da su
sredi3ta duZina AF,BF ,CE,DE vrhovi paralelograma,

Dokaz:

=

ek

_su_P,Q,R,5 redom sredifta dufina AF,
FoDE: Tada imamo:

—PA&AE+§§

PQ=FF+FCH ]
— [ e Y

Isto se dobiva i1 za SR, pa 1z PQ=3R s1i -

Jedi da je POHS paralelogram.

o]
mlw

R S —

12 > PO=(AE+FC)/2

Drug; navln
FQ-r Q—PP-(PD4PE)IE_(t +r Yz =

it

(P +(1 i2 s r
Fp A+rB) Y2 (F.- A+(PC+.D);‘E‘)!2

-GPA+rB—r g pl /4.

Isto se doblva i za SR pa je PQRS para -
lelogram.

Zadatak 12: Weka Je ABCD trapez i M;N sjeciBta dijagonala ac i
sa srednjicom EF trapeza. DOkaZdui da je
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Tyrdnja zadatgka odmah proizlazi gbragjanjem
jednakosti MN:zMA+B+BN i MN=-MC+CD+DN, te di-
Jeljenjem dobivene jednakosti sa 2. Pri_to-
me je koriStena dinjeniea da srednjica EF
trapeza svojim sjeciftima M,N sa dijagona-
lama AC,BD trapeza raspolavlja te dijagona-

Brugl naéin:

Ml=r - Dy =(rae ) /2 -(?’;w_')xa -
=(rp-Tp)/2 ~(ro-tp) /2 =AB/2 -DCr2 =
= (AB-DC) /2

Zadatak 13: Ako su 0,T,H redom sredifte opisane kruZnice, te-

zi3tg, ortocentar trokuta ABC, dokazati da je tada:

al THz20T, ,

b) OA+OB+DC=0H (Hamiltonov teorem) (Opéinsko matjecanje SR Hr-
vatake, IV r., 1988},

Dokag: C

a) 0,T,H su kolinearne todke (leze natzv.

Eulerovom praveu),

Iz stiénosti trokuta PTO i CTH i éinje-

nice da je ICTl=z 24TPl (svojistvg teZii-

ta trokuta) slijedi da je TH=20T.

6%236?:53+5§+66 {prema zadatku B, vzima-

juéi toéku 0 za ishodiBte).

Zadatak 1% (SFRJ, II r., 1988.): Neka je 0 sredilte opisane
kruznice trokuta ABC. Cznalimo sa P,Q,R redom srediita lukova
AB;BC,CA koji ne sadrze redom tocke C,A,B. Ako za tofku X vri-
jedi [6).€5 +%6+5ﬁ, dokazati da je ¥ srediste upisane kruznice
trokuta ABC.

Dokaz

Pryo _jmamo da su €,5,P kolinearne todke
(AP=PB,4ACS=¥SCB=}%2, S:=sredidte upisa-
ne kruznice trokuta ABC) i analogno to-
me da su B,3,B, te A,8,Q kolinearne

todke. Nadalje je JCPQ=YCAQ=o/Z (kutevi
nad istim kruzZnim lukom J 1 analogno
tome XPQA=/2 i LAQR=A2, pa iz odnosa
kuteva u trokuto 3QN, izlazi ~/2 +

(o2 6‘72)+‘P:1800, tigis ‘f’:QOOz_o_drlg_sno
PN31QR. fnalogno izlazi da je QN1LRP i

RNeiﬁa, pa Jje 3 ortocentar trokuta PFQR.

Erem rethodnom zadatku tada vri jedi
s 6?+6%+8336§ 21

Tz OX=0F+00+0R i (*) slijedi da je D¥=08, tj. X=S, &to se i
tvrdilo.

Zadatak 15 (SFRJ, IIT i IV r., 19B6.): Iz arediita svake stra-
nice tetivnog Cetverokuta konstruirana Jje nhormala na suprotnu
stranicu. Dokazati da se ove 4 normale sijeku u jednoj todki.

Deokaz:
Beka je ABCD zadani tetivni é&stverokut upisan u kruZnicu &ije

W S
Je sredidte tolka 0, a MM, NN,

PP,,QQ, normale iz polovifta M,

N,P,Q stranica AB,BC,CD,DA na .
suprotne stranice tog_Setvero -
kuta.Neka je nadal je MMTHPP1=S.
Odmah se vidi da je M3PO para-
1e£ggraml_Pa vrijedi 533 +5%:

= {(OR+0B+0C0D) /2. Analogno iz-
lazi da za paralelogram NS1Q0,

gdje je 81:NN1nQQ1. vrijedi
OS.l:ON+0Ql=(OA+OB+0C'+OD')I2, pa je

S1ES, Ll. sve 4 normale ze sije-

i

ku u istoj tolki 3,

Zadatak 16 (SSSR, 1984.): U ravnini su dana dva Jjednakestra -
plena_trokuya ABC 1 DEF, oba negg&}gﬂp orijentirana. Iz pro -
l?vollﬂﬁ_&?cke 0 polaze vektori OPF,04,0F jednaki redom vekto-
rima AD,BE,CF, Dokazati da je trokut PQR Jjednakostranican.

Dokaz: E e B B e e P S Sy
c PQ=0Q-DP=BE-AD=BA+AD+DE-AD=
b
- % —=BA+D =§E'iﬁ!~+ — —» 3
B2 [ F PR=0R-OP=CF-AD-CA+AD+DF-AD=
\\\l/"'o :C‘q+ﬁ:fﬁ?_ﬁq AC
Py Kako vektori DF i _AC nastaju ro-
Q tacijom yektora DE i AE okg D i

A za ~607, tada i vektor PR nas-
taje rgtacijom vektora PQ oko P
za -60", pa je trokut PQR jed -
nakostranidan.

Zadatak 17: Zadan je konveksan Setverokut ABCD. Ako su BAM,
CBN, DCP,EDQ pravokutni jednakokradni trokuti 3a pravim kute-

vima u_toékama M,MN,P,Q, te ako su E,F,G,H polovi&ta duZina
g o ’ /

,NF,PQ,QM, tada je EFGH kvadrat. Dokazati
Dokaz:
Prema zadatku 5 je EFGH aralelogram, Iz
M :Wﬂ'ﬁhﬁ(’mﬁ 4 ﬁ?:H'LFT%

Lyl

+ Q0+ DT izlazi
NP2~ (WELNP) /s (V5 BN, OBk A0
+DP}/4. Rotacijom “P(E,%0”) dobivame
‘f(ﬁ?):(ﬂ+ﬁ?+ﬁa+P +B} +I-'J_Q$+A_Q*+ AT
S_%;gép tE%pe iz NQ:EﬁEgH+M tga i E%:_a
=NCH+CP+PO+DQ izlazi =NF/2={ NB+BM+MA+A
Btk it -
Dakle, EF r tgggjom oko E za 900 prelazi
u EH, tj. EFLER i [EFI=(E#l, pa je EFGH
kvadrat.

Zadatak 18: Na stranicams gE,EE,EE trokuta ABC su redom todke

D,E,F, takve da je (BCD)={CAE)=z{ABF)=A. Dokazati da je teiZidte
T trokuta ABC ujedno i teZi3te trokuta DEF.
Dokaz:

(FReFgat ) /3 = ((FR-ATQ/(-R) + (Tn-AT W (1-R) + (FPAR2) /(1) /3=

BOETE RS ATpTAL e 5 TamAg
=((T‘)){I‘A+PB+L“C)/(1—R))X3 & (r'ﬁ+r‘B+r'C)X3 = ro, pa je prema za-
datku 8 tvednja zadatka odigledna.
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Zadatak 19 (Republiékeo natjecanje SR Bosne i Hercegovine, I[IT,
L., 1978 J: Dani =u paralelogrami ABCD,EFGH i todke P,Q,R,S nﬁ
duZinama AE,BF,CGC,DH, takve da je (AEP)=(BFQ)={CGR)={(DHS)zA.
Dokazati da je PQRS paralelogram. i

Dokaz: oy s . —s |
PQ=rQ—rP=(FB-)PFJf(1-A)-(PA—1£§JI(1—A)=f
ﬂ =((Fp-F ) =ALF-P2) ) £ (1= = (AB-ABF) / (10 =
=(DCAED) /(1= = (-7 ) - x(?_?))m%.):
U =((Fa-Arg) - (F"-xr*’mu SIS e _
B :SH, pa Jje FQRS paralelogram. 1
ngqtak 20: Dokazati da se dijagonale paralelograma raspolav;
pokas '

Uz oznake kao na slici imamo: 2= a+B

b A< Neka je E?—)gklfﬁ p?' Tada iz AB= ﬁﬁaE do—
- _’ bivame a= J\.(a+b)+#(a—5'), tj. 2
b b (1+p—1)a+(h—y)b~3. Kako su vektori 3 i
A linearno nezavisni, tada je _%!'

# z . A-p=0, ti. A=p=1/2, pa je AE=AC/2, !.-T'—DB/E'

tj. E je zajednicko sredifte dljagonala pa-
ralelograma.

Zadatak 21 (Opéinsko natjeganje SR Hrvatske, III r., 199C.): E
iF su polov1sta stranica I8 i BT paralelOgrama ABLCD, & G sje-
cisfte_duZzina AF i DE. U kejim omjerima tocka G leell duzine

AF i DE 7
Rjelenje:

.l

—

e AG=MF:=N34b572), fE-ubB-may2-8), AB=a2,

=b 3
= ELGF=4F = a(a_;,wem.(a"za -b)=3/2 »
& (Arar 2 =1/2)34 (A2 08T
b F > ?\+M‘2-1/2 o 1 7\;2 ~M=0 3 A=2/5 1 y=1/53
—h =
£ > AG= £AF i GE= ,J-DE: 2
A = B

= (AFG)=-2/3 1 (DEG)=-1/4.

Zadatak 22: Neka je P todka koja stranicu AC trokuta ABC dijeli
u omjeru -3, & Q- todka pravea AB za kojy je iB-B Izradunati
omjere u kojima presjek 3 duzina BC i PQ dijeli te duZine.
RJesenJe

=3

Lt

Bl=a= ~(bed), (ACPI=-3 > CP= 40 & Fh= 3

Hb
2 ‘ & PG- 36 +23, SC=ABC=-A(b+d), PSzwPl:
‘ :P(%?+2?), P_§+S_5+6_15 g -} {(h- E,u.- H)?«-
+A-2)TT > A=l § =
A & B < & P 5 - " 5

= (BCS)=-3/2 i (PQ3)=-1/4.

Zadatak 23 (Republiéko_natjecanje SR Srbije, III, i IV r.,
1989.): Na stranicama AB i AC trokuta ABC dane sii redom todke
K 1 L, takve da je IKBl/14K] + (LCl/faL! = 1 (*), Dokazati da
teiiéte trokuba ARBC pripada duZini

Dokaz: A
Heka je IKBI/IAK!=m (*¥}. Tada iz (%)
K L slijedi da je [LCI/IALI=1-m (**%}. Neka
B c je nadal je D arediste stranice BC 1 M=
D

- — — — 5 — i |

e e
A{b+cl, tad

=40AKL. Uvedemo 11 oznake AB=c, AC:=h, AM= R&D: a je
- — e 1 > <+ — B = . —h
_I.‘:;"1B:(1’ﬁ+1}KB KB= ET'I-C bzAC=(2-m}AL, A]_.-‘?—-*b, pa 1z 2AM=-LK+
S 5 -
S+l slijedl ‘,\(’\+c1-c;’(m+‘l;+bl[r mj, t.J. (x———~ b+(l-ml1}c:0.

—p
Lbog linearne nezavisnosti vektora b i o jexn-1/02-m)=0 1
A=1/(m+11=0, tj. A=2/2, fte znadci da je M tefifie trokuta ABC.

Zadatak 28: Tolke M,N zu srediBta 5tranica uD BC konvelkanog
cetverokuta ABED. Ako pravei AM, AN 4dijele dljngonalu HE na 3
Jjednaka diljela, tada je ABCD paralelogvam‘ Lokazati !

Dokaz: -y e s A e T s S
b o & BE= DABsqAD, AK=rAM, AN=3iN, DK=iDB=
= — e
HEELAD), EMel(ACHAD), AN=(EBYAC),
ty — B e
DR=AK-AD =
s e ] —* —¥
> 3 (RBAD) -rfils

—
_r(LQ B+ qul?)+AD); 2<AD, 3
2 (pr/2 =1/3AB +({q-t)r/f2 -2/31A0=
Zbog linearne nexavisnosti vekifora

3=

izlazi: pr/2 -1/3=0 1 (E]+1\|T;"’ —af

i AD

-

—

Oﬁ' mep
U!
e ey pidzkle e g= Fn-1. I
Analogno iz DL=AB-LE, tJ iz {(p+133/2 -?f?JAR+ qs/iz —1f%}1 =0
izlazl p= ég;1. Iz px2g-Ll i g=2p~t izlazwi p=q=1 {(pa je rzs=2/3)
a ndatle LC= AB+E_D’ £to znadi da je ABCD paralelogranm.

Zadatak 25: Ako _vrhovi E,F,G,H paralelograma LFGH pripadaiu re-
dom stranjcama AB,BC,CD,DA paralelograma ABUD, tada 4ijagcnale
oba paralelaograma imaju zajedniéko aredidte, Dokazati !

Dokaz: —%

8 Neka je AB=pAB, BF=qBC, 7: r\J Ci=cBh. Ta-

f_ ! da je EB={1-plAB, FD—\l-r;Ca arn je FEFCH

parals logramLarada d% bkigg a,

j (EB+BE 1+ (GD+DE) =8 -

L -~ J ('I—p)AB+qE'-_F+(1—r}JD+qDA q
— e g (1-p) FE+qBC-{ 1o Lm? SBC=0

{r- p‘AP+fq q)ﬁﬁ .

Zbog ll[]éd‘r“T]E nedavis T]_f__?pb Li vekhora 1\1:', p=9 ;Jq—-_'._ﬁ
tj. r=p 1 g=g, pa ji= FE4C0s 1RB+rCD DAP T LR B
znadl da je BECG paralelogram, ti. AT i BE =e raspolavi yatu.
Analogno 1z BF+DH=0 iziazi da de BFDH paralelogram, tj. da se

B} 1 FH raspolavljaju.

Kako se AT 1 BD, te EG i HF raspolavijaju, tvrdnia zacdatkas je

ofigledna.

—

Zadatalk 26: Zadan je kvadrat MWPQ jediniine povri3ine i todke:

A na stranici MN, B na polupravuu WP 1 G na polupraveu MJ, tak-
ve da je ABC Jeﬂnakostranlﬂan trokut. Nadl geometrljsko mjesto:
a) sredista 3 stranica BC, b)) teZi3ta T trokuta ABC.

Riefenie:

a)_Neka Je il = a: ﬁf}. j, M_}‘\, ?{-z?, 0SALT, fB-
=M, ~E B, HZ-wb, veR'. Tada 1, Jg AE AN HE:
—H-?L)a,’p.ab B -ETF’+_%+6€’_(1 - BT (1-v)B=
=-Fa(y- ,‘b TR-THH I.’b+h.:—| l? v

iz IAE!—IBCI:JLAI gl1jedi redom

RBC =BG =CR%, ((1=A)awph) =(-He(wo) P 7s
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w :
=(A2-98)2, (1-0)262215(v-w 22202 (ger ja A25P2s1 1 asbe0),
,u_;’(:\n)%fa i 9=(2-0)3/3, MB=avb{as1)y3/3 1 MO-B(2-A) 573, |
M :(EE+M f2 =372 +B43/2, pa je S dvrsta toéka, nezavisna od po-

lofaja toéaka idc.
b) MT=(M +@+M%)f3=(15’+E’+J§OL+1)'E’/3+{§{2-A)1?f31;3 g
=((A1)de BE) 73 = (A+1)T/3 + {3673, 0<A <1,

Skup svih tefista T jednakoatranidno trokuta ABC je duZina
T,T,, pri &emu je W?:E’a +{3t7 3, MT,=2873 +f3573.

Zadatak 27: Dokazati da todke A,B,C pripadaju jednom praveu
kglinearne su) alcko postoje realni brojevi A,A4,4% takvi da je
= = =¥
drA+4rB+§rc:0 1 d+Aap=0,
Dokaz:
Nuinost: Neka su 4,B,C razlidite kolinea§3§ tocke i neka je

= B _ e m T oY i
(ABC)=2, t3. EC=ABT. Tada je Po-Fa=Alro-rg), ti.

—

—ley4Are+(1-A)r.=0, Stavimo 11 oz-1, A=X, F=1-A, dobivamo
A B C
R o .= S Sy

d+A+f=0 1 or +are+dr.=0. M W N -~
Dovol jnost: ﬁeka za gazliéite tocke 4,B,C vrijedi JrA+ﬁrB+rrC:
-
=0, d+Bugz0, o, SR, Tada e ff=-d-f g@ imamo redom

IFy+AF g (s =) 100, d(Fr T e (i , 4R ACB=T, CB-- 427,

8to znaéi da su A4,B,C kolinearne todke.

Zadatak 28: Neka su 2,B razlidite todke pravea p, a O ishodis-
fe. Tada Je M&p akko 3d,m&R, L+A=1, rE’:afr'AHar'_g.

Dokaz;

NuZnost: Neka je A#B i MEp=AB. Tada su A,B,M kolinearne todke,
P2 po prethodnom zadatku imamo redom

A VER, A +ptev=0 i >(F’+wB+Vr_M*= {pri Zemu je V40 jer bi u

protivaom bile Az-u, rA=F§, AZB, Sto je kontradikeija sa A¥B),
Aruav=0 1 —%q—‘{:rg'—f:;:a’, odnosno (stavljaju_ii_il:—%, {‘_5:—’-‘:)
-vd V=0 i ,(F;wy-_g:r_’, tj. olemz1 i a(F:+f"31"B=‘"M'

Dovol jnostiNeka 3d,mER, Ad+n=1 1 F;EdF;@aF;. Stavl jajuéi =-1,
dobivamo d+A+f=0 i JFILﬁFglgF;;SZ pa su po prethodnom zadatku
tofke A,B,M kolineéarne, tj. M&p=AB.

Zadatak 29:_Eoéka M je na praveu AB akko 331,3
—y SqPp+S;rg

¢ O ———r—
M 8y+3,

gy

Dokaz:
Stavl jajudi dza,/(s,+8,) 1 A=s_ /(s +5,}, prema prethodnem za-
datku odmah doblvamé tardnju o@og ;adgtka.

Zadatak 30: Definieija: Dva trokuta ABC i DEF su centralno
perspektivna s obzirom na centar 5 ako se pravei AD,BE i CF
sijeku u todki S. ’

Zadatak (Dezargov teorem): Akc su dva trokuta ABC
i DEF centralno perspektivna s obzirom na centar 3, tada
su presjeine todke P,Q,R pravaca BC i EF, CA i FD, AB i DE
kolinearne.
Dokaz: _ _,

Neka je SA=a, $SB=b, SC-c, 5D=Aa, SB-ub, SFeve, Tada je (
eka je =a = =c =Aa, = =Ve, Tada je {prema
zadatku 28) SP:dSEIATC-dBin, din=1 1 & -SSR LS BV ES, Jat =

a je d:qﬁ,fb:ﬁv. Kako je

; £21-d, tada je

v (u-v), E=(pa1}/(a-V), pa
L (=8B (e DEF ) e

ey
vorasy T (1-3\)53?4:({-1)53
P gp. L= B (A 1)SE

R = l_{u_, b .
g Iz posljednje 3 jednakosti dobi-
vamg da je (1-2) VJ§?+(1«ﬁO(V-

A -2) 5T+ (1-v) (A-m) SR, gdie je
C1-2{u= ) { 1) (WA + (1 =) { A t) =

[ =0, pa su po zadatku 27 tolke

P,Q,8 kolinearne.

6l

Zadatak 31 (Menelajev teorem): Na stranicama BC,CA,AB tokuta
ABC zadane su toéke D,E,F, takve da je (BCD)=k1, (CAE):kz,
(ABF)=zk,. Tolke D,E,F su kolinearne akke je k1k2k3=1. Dokazati!
Dokaz: 3 —%

C Uzmimo tofku A za ishodi3te. Tada je rA=D,
pa stma_gfjetima zadatka imamo:

— FB—k1rc
TD:~1:ET—— .kact—k1)
e
— s,
rE=1_k2 |.k1k3(‘l—k2] + =D
—}
- _k3rB
“eTERD
-y g 2 o I —» —'D_ - E
& k3(1-kl} T klker:rE;kBPB k1k3rc+k1k3rc kBPB =
= -
e k3(1-kl)rD+k1k3[1—k2)rE+rF-O. .
Prema zadatku 27 tofke D,E,F ée biti kolinearne akko je
k

k3(1—k1)+k1k3(1«k2)+1=0, %‘ akkes je k1k2k3=1.

Zadatak 32: Zadan je trokut ABC. Neka je P bilo koja Eoéka
opizane mu kruZnice i D,E,F ortogona%ne projekeije tocdke P na
pravee BC,CA,AB, Tada tocke D,E,F leZe na istome pravou
(Simpsonov pravac). Dokazati 1

Dokaz: L\ Iz slidnosti trokuta PFB i PEC,
p PFA 1 PDC, te PDB i PEA redom
dobivamo:

{CE!/ IBFl =}PC]/}PBI 4y,
FAFI1/ICDI=|PAIFIRCE K i
IBD[/ JAEI=[PBI/|PAl (*%#),
Stavimo 1i k1=-jBDIfﬂCDI, k2=
=CEI/{AE!}, k3:-!ﬁFI/IBFI, tada

prema (%), (%%} § (%#%) 57379

A F B kikyks=1, pa su prema prethod-
s nom zadatku todéke D,E,F koline-

arne.
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Zadatak 33 (Cevin teorem): Neka je ABC trokut i D,E,F todke na
stranicama BC,CA,AB trokuta, takve da je k. -(BCD) {O k2_
(CARY e« 0, kB:(ABF) & 0. Dokazati da =se pravci AD,BE,CF =1iieku

u Jednoj todki M akko je k1k2k3=—1 Dokazati pri tome da je

= TR oy == D Ty i -
F_t-rﬂ kB(PB k1rCJ__PB k1(rc kEPA) _FC k (rJul k3IB)
A~ e r S ot o i . i
M T-X, 11 k.7 -k, 19 K,) T-k, (7= k3
Noxazs
Meka je k1—[BCD}, k =(CAE). k3=EABF). Tada Je
rpelrg=k r )7 (1-k ), Pp=(Fo-k ra) /(1=
rp=leg-k,r y rgEl{re=kyr )/ (1-ky), b= (r,. aKgT B)!(1 k3)

Heka je nadalge M SJECIStE pravaca AD I BE i neka je (&DM): A.
Tada je Ty -(r -]r JC1=AY, tj. uz oznake oty =1/ (1=} 1=

Xf[1-hJ, Ad r +@ -qlci +3,=1, odnosne (zbog A=1-4 1 oz
f—ﬂ — 1 D 1 Y 1 a
slrp-kgre. Jf(Mc 1) r'M-rx’ rA+(1-uf) ((rp. —k.lr'c)f’(hk 3.

Analogno izlazi rM-d;r +{ 1=et ) ((rc—kerﬁ) (1-k 1}, pa imamo
—_—

{izjednacavanjem oba izraza za L™ i mnozenjem doblvene jed -
nadibe sa (|—k H1 -k, JEQ)

ol (ke T i )v 1= d P ka}(§—k1¥):°{2(‘l—k1)(1—k2)t:'_g+
+[1—0%} '_k1){PC'k“r },Jﬂdnosno

sl 5 - —

Ptk )(d {1k, )+k (1—d )}+r {1-k )({1—&1)-42(1-K1)}+

+F ek (1= ot m—k }—\1-at Y(H- I.{lJ) ..

Zhog llncarne nezav‘snostl vektora FA’ ng Fg, izrazi uz te

vektoremoraju biti jednaki nuli, pa imamo {zbog k1£1 i k?£1)
oA (1mk Hs -, )a k)=, - - k)=
. 4k (1= 320, (1-el -1k, )=0, ke, {1-o0 ) (1=K, ]

nf1-d ‘(1 k J=0, Iz prve dvije jednadibe izlazi

d k1k93\1 Kl+k1 2), 1-d ={1-k )f(1—kl+k1k9),
0(2:‘if(1-k1+k1k2), 1.-0(2_~—k (1-k, 07 (1 “kqi+k k,), Eto uvrite -

njem 1 tzraz =za F* daje r _(r -k (r &kgrA))f{1 -k (1-k Yok

Analogne bi doblll 7a SJEClSte H pravaca BE 1 CF 1 za sjeciite
L (r -Xs {r -k 3T J/(1-k (1-k )) i

L prﬂvaCa CF i AD:
o ~—a
1 = ~ £ 7
rl_ rr k“(rB k1rc)}!_l k3(1 k1)).

Lakas se pokazuje da iz MENZL proizlazi k1kjk3=—1, L. lg=

l

:-1fk1k? i obratno.
Zadatak 3%: Primjenom fevinog teorema dokazati da se sve tri
teridnice trokuta ABC sijeku u jednod todki T (tefidtu) za ko-
Ju o wrljedis oz 8

ry g(r +rB+rCJ

Dokan:

K1:(BCA1)=~fbA]!I|CA1!=—1 i analogna tome k2:(6k81):-1 i k3:

T(ABC1}:-1 pa e k k k3=~1 Prema Cevinom teoremu se tada ave

Eri_t%; Lce trokuta 3i jeku u lstOJ todki T za koju veijedl
P+k k. 'c”“ katk ko) =(r +P"'g+r 13,

w18

Zadatak 35: Primjenom Cevinog teorema dokazati daz se sve tri

visine trokuta ABC sijeku u jednoj tocki H {ortocentru) za ko-
Ju vrijedi: — i
sing, cosm. cosp.r, +oosd.51nﬁ cosf.r +cos& cosa. cos{-r

n® slnd. cosn, coaf+cosd.sing. coaf+coa& cosA.sing* *

gdje su o, M) kutevi trokuta.

Dolee: C k=(BCD)=- IBDI _IBDI/IABI |AB! cosm sing
& 7 BT m'm'cosa"sim'

—c03431n$f003531n0 dnalogno izlazi k
:—c05451nafc05651ni i k3-~cosgsin4bo slnf

Kako je k,k, 3_-1 tada”po Cevinom teore-

mu sllJedl da se sve trl viszine trokuta
sijeku I jednoj tOCkl H . Primjenom relacie

H-(r —k3 B+k k 1 )!(1-k3+k1k3) lako dola-

zimo do preostale tvrdnje zadatka.

Zadatak 36: Sve tri simetrale stranica trokuta ABC sijeku se u
Sredistu U tom trokutu opisane kruznice. Prlmjenoq_gevinog Le-

orema dokazati da jJe = 51in2d. rA+31n20 r +sin2r Te

Tn® 31n2&+31n2a+ain2¢

Neka je AOABC=D, BOACA=E, CONAB=F. Primje~

nom sinusovog teorema na frokute UBD 1 OCD
° izlazi: IBDIl=-R.sin2f/cos(d+2n), [(CDI=

= -R.sin2n/cos(d+2m), odakle je k,={(BCD}=

=« |BD!/ {CDI =-2in2§/sin2p. Analogné izlazi
270- k2=(CﬁE)=-Sin2dISin2f i k3x(ABF)z

z-gin2n/siny.
g Sada prlmjenom Pela01je
W, o-fr ATK3T PRik, kar'c)iU—k

zimo do tvrdnje zadatka.

+k1k } lako dola-

3 3

|
|
A F B

Zadatak 37: Primjenom Cevineog teorema dokazatl da se sve tri

simetrale kuteva trokuta ABC sijeku u jednoj todki 3 {sredis-

tu trokutu Uplsane kruZnice) za koju vrijedi
a.rﬁ+b.r5+c.r’

r‘ -_—C
s a+b+o i
gdje 3u a,b,e duljine stranica toga trokuta.
Dokaz:
C Frimjenom sinuscvyog tecrema na

trokute ABD 1 ACD izlazi:

1BDl =c.ain(4/2)/8in( 1807 - {od/24%) )=
ze,sinl(ol/2)/sin(f/2w) 1

I1CPl=b.sin(d/2) fain(d/24m),

cdakle je k1:(BCD)=-IBD!/ICDI:

=-cib.
Analogne lzlazl
=(CAE)=-afec 1 ks={ABF)=-b/a.
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Kako je k1k2ké=—1, tada po Cevinom teoremu izlazi da se sve tri-

gimetrale kuteéva trokuta sijeku u todki 5 za koju vrijedi
— o= T — - it =5
rs_(rn—k3r3+k1k3rc)3(1—k3+k1k3}_(arﬁ+er+ch)/(a+b+c).

Zadatak 38:| Neka su D,E,F todke na stranicama EE,EE,EE trokuta

EBC za koje, je k1=(BCD):~bfc, k2=(CAE)=-cfa, kaz(ABF)=—afb.

Frimjenom Cevinog teorema dokazatl da se pravel AD,BE,CF {tzv,
antisimetrale) sijeku u_jednoj toéki*M za koju vrijedi

— bC-PA+ca.PB+ab-FC

Ty = be+rcarab

Dokaz: .
Kako je k1k§k§-—1 tada se po Uevinom teoremu sva tri pravea
AD,BE,CF sijeRu u dednoj todki M za_kKoju_vrijedl
el Dy =¥ — =%
PM_(rA-k3rB+k1k3rc)I(1—k3+k1k3)_(bcrﬂ+carB+abrCJf(bc+ca+ab).

Zadatak 39 (Republilko nat jecanje SR Slovenije, III r., 1974.):
fko su t_=AD, Ly =BE, t =CF teZignice trokuta ABC, izralunati
G Wy -1

ta.tb+tb-tc+tc.ta.

Rjedenje:
Prema zadatku 4 j
ta2+t 2+t 24-2?,_‘_’

b
DOCDOCIES
Zadatak 40 (Bepublidko natjecanje SR Slovenije, IT r., 196D.;
Opcéinsko natjecanje SR Hrvatske, III r. 1985.): Naéi tredu stra-
nieu trokuta ako su zadane duljine dviju stranica trokuta i ako
su njlma odgovarajuce tezZidnice medusobno okomite.

RjedSenje:

A

Crarh ||2 = 02=32+b2+225. =>

3 ;E;(cz-az—bz)IE {(*),

zq v Lt o ?;.?;:0 > (a/2+b).{arbBr2)=0

aa‘c c = s53ve2ae20%20 (Y o%aa%n®y/s 5

3 enfla®en?)/s

Zadatak 41 {Opéinsko natjecanje SR Hrvatske, III p., 1981.):
Ako su a,b,c stranice, T teziste,0 srediite I r polumjer opisa-
ne kruZnice trokuta ABC, tada je:

(0112 =p2- %(32+b2

ol

M

+62).
Dokaz: e
Eﬁga ie EE;3L4§E;3 EK:K, 53:;,5§ER,OC:§. Prema zadatku 13 je
TH=20T i OH=0RA+0F+0C, pa je tada OT=(0R+0B+0C)/3, odnosno
OT=(m+n+3) /3. Odavde kvadriranjem izlazi

2 2 =
(0T “=({m“+n +32+2(ﬁﬁiﬁ§+sﬁ))29:(3r2+2(ﬁﬁ+3§+§ﬁ))f9 {(zbog me -
_ = s B M
=n"zs8"=r"). Iz a=s-n , bzm-s, c=n-m kvadriranjem izlazi

- 2 2
ns?{2r -a“ ¥z, ;H%(2r2—b2)/2 i EHE(Erzucz), na osnovy dega
2lijedi tvrdnja zadatka.

Zadatak 42 (Austrija, 1971.): TefiSnice trokuta ABC 8ijeku se

. . -

u tofki T. Dokazati da Jje
14824 1BC 124 1ca1 =3¢ 1Tal 20 TBI 201 C! 2y,

Dokaz ey s e 2o
& Weka Je ABze, BCza, CA=b. Tada fe
ET&(C-%)/3, §?=(a—é)!3, E?E(b—g)iS, pa je
g - 2 2 2 2 2 2
5 & PABUS+1BL I+ 1CA) “=3( JATI“4{BTI “+ (€T ") =
B S0 L € iy LW ity LR g L OF SN
A = 3 (B3 =8%/320, 5to se 1 tvrdilo.

Zadatak 43 (Meduopéinsko natjecanje SR Srbije, i, r., 1987.):
Neka je ABCD pravg&u&g}ﬁai_g proizvoljna todka u prostoru, Do-
kazati da je: a) M&a.MC-MB.MD,

b) [MAl “4)Mc 2= MBI S Mpi2,

okaz; iy — — —
¥ o 1ACI=1BD} = I1AC!=IBDI o IMC-MA&IZ=
— —+ o — — -—% 3
= =|MD-MBI* = (MC-MA)“2(MD-MB)" =
—
A 8 = IMC!Z-2M0 . MA+ 1MA1 2= MD 1 2 oMB- MR+ (MBI 2 (%)

S 3 ——n ey .
2MSE=MA+MC:=MB4+MD = {Dﬁ+ME}2=(MB+ﬁ)2 =

2 2 =k o 2 Bl —or o
% (MBI IMCI 42 .MA MC= |MB[ “+1MD| "42 MB_MD (%%},
Tvrdnja (a} proizlazl oduzimanjem, a tverdnja (b} zbrajanjem
(%) 1 ey, i
Zadatak 44 -(Republicko natjecanje SR Hrvatske, IIT r., 1983.):
Dani su trokuti ABC i DEF. Ako =e okomice iz vrhova A,B,C prvog
trokuta na stranice EF,Fp, DE drugog trokuta sijeku u jednoj
tofki 0, tada se 1 okomice iz vrhova B, E ,F drugog trokuta na
stranice BC,CA,AB prvog trokuta sijeku u jednoj todki P, Doka-
zati '
Dokaz:.p
e Neka je_§ _presjek okomica iz 4,
L e B,C na EF,FD,DE, a_P presjek oko-
. mica iz D na BC.CA. Nekg je na-
dalje (ﬁ':?g, 6%:5’, ﬁ:g*ﬁﬁ]’,_f -

PELE T, BCaot, heant, ABeT

ze=q, S=- o =8 - zPR=g.,
pa ZboE ;lﬁ?“ Q&E%, ?Aﬁfh_glﬁé,
elCh izlazi g_(_.-e =04, bld-f)=0,

S(&-F)=0, TB-g)=0, elg=alzD,
E Qggghge:a?, bfi=bd, ed=ce. & =da,
% eg=ea. Od;gd%aje ?a:ae:ec:gﬁi b=
f; ] :b?, - fa=fb, odnosno ?(a—blio,
tJj. PF.BA=D, Sto znadi da je PFJ
LEA,

Zadatak 345 (Republidko natjecanje SR Bosne i Hercegovine, I r.,

0.):Tocka K je sredifte stranice AB kvadrata ABCD, a todka L
dijeli dijagonalu AC u omjeru 3:1. Dokazati da je kut ¢XLD pra-
vi kut.

Dokaz: o —* 1 3 >
n C Neka .je ABza, ADzb. Tada je KlLz=- xa+ i{a+bl=
1= -y oy 3 —_ = == -411
1 =gas 36, DL=-B% (IwB)=-ja- [, RL.DL-
g - 1—15(5"13?)(3?:15’):-1%(315'12+3$E’-31_b'[2)=0
A ; B (zbog 26=0 1 1a1=1B1), t3. 4KLD=90°,
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Zadatak 46 (Opéinske natjecanje SR Hrvatske. IXT r., 1984.}):
eka je visina jednakokradnog trokuta ABC, DE visina troku-
ta BCD, a P poloviste te visine. Dokazatl da su pravel AE i CP
medusobno ckomiti.

— 3 —p — —>
AE.CP:(ABYRE) (CD+DR=Q+ AR, DP+BE. CD i

DP+BE.CD+0s4B, 0P
+(DE-DE) , GD=AE. DP+ (2DF-AE/2) ,CD=AF. DF+2DF . Ol
+0=(4E+2CD) .DP=2(CD+DE) . DE=2CB.DE=0 =

: TN g > AELCP.

Zadatak 47 (Republilko nat jecanje SR Hrvatske, III r., 1990.):
Na kriZnici k dana je todka A 4 iz sredilta O povudena Je zraka
koja sijede kruZnicu %’ u todkama P i P'. Neka todke A i 4 le-
zgqu_gubovima promjera krufnice k'. Dokazite da Je 6P 0P =
=048.04",
Dokaz:

p Neka su Q i R srediSta duZina PP’ i AP’

Tada je OP'LO'Q (0 j aredidte_kruZnjce
k') 1 OTELAPT, t3. (Tg'?‘o’cz:o i 0'§.AP’=D,

LM3Mmo
02,08 3 (O, (DR BT )07 (BRoAE iy
+AP. APV =OA. (OA4AC" +Q" P’ +A0"+Q’ P) ¢ AP, AP
*(zpog ACOT=0"A" 4 DALAG4OTAT=0A")
. APY-
=OE"«P7R 5 0P TH07F=2. 0700
OR.0A™+20P 7. 0 Q+P' £. (07D +0 P) +AP. AP =
=(zbog OP".07Q=0) _
OX.0AT+PTR (07 P 4D P+BAY2 , oy
={3pog G'F+PA=0°K, OTPT+07A=0TR 1 FR.0"R=0)
08,047,

<
=
]
Fo
+
=
2
.
=]
o
+
o]
e
P
+
=
o]

+

1

Zadatak 48 (Pokrajinsko natjecanje SAP VYojvodine, TII r.,1984.):
Dan jJe pravekutnik ABCD. Simetrala kuta {hgg sijece pravac AD u
todki M, a simetrala kuta 4BAD dijagonalu BD u tobki N, Dokazati
da je MNLAT.

Dokaz:
M;-h~-~~~-;z Postavimo koordinatni sustav tako da A,B,C,
5\ < ie D imaju redem koordinate (0,0)},{a,0},(a,b),

Dl p (0,b). Tada izlazi: M=(0,a},

‘\,, Nz(ab/(a+b),ab/(a+b)),

N7 MN=(ab/{a+b) -p,ab/(a+b)eg)=

; S5 =(abffa+b},-a“/(a+b}), AC=(a,b}, ﬁﬁ.iﬁ’:o,
A — g, tj. MNLAC,

Zadatak 39 (Engleska, 1983.): Neka je O srediite opisane kruj.
nice trokuta ABC, D sredifte stranice AE, a E teZilite trokuta
ACD. Dokazati da iz [ABI={ACI slijedi OELCD.
Dokaz:A

Heka Je R polumjer trokutu ABC oplisane
krugnice. Tada_je:
5’6:@#}‘}%‘2, @:(omﬁ&ﬁﬁ_}gk
={308/2 40B/2 + );;3:(35&0&266);6,
CD=0C-0C= (OR+0 -_io y/2, OE.CB-

{ +ﬁ%+2§i)LLp +6§;266}/lgfz 5 5

A .oa_qu.oc)/_éa (zbog D& “=0B°=00°=R%)=
3=0, tj. DELD.

i oat
4]
el
(T2
m

7

g e C

= AT -

Zadatak 50 (Republiéko nat jecanje SR Slovenije, II r., 1973.):
TZfazunatl duljine te%idnica trokuta ARC,

RjeZenje:

Uz o nake kao, na slici imamo

2?::%?b i aéF:%; odakle kvadriranjem i

zbrajanjem izlazi Mtaz=2b2+2c2-a2. odnosno

ta=£d2b2+2c2_ae. Analogno debivamo
11J 2 A Tifoud & i
tbzg 20 +2a"«b i tc“ = 2a"+2b"=0" .

Zadatak 51: Dan je paralelepiped ABCDEFGH. Nadi jedpakost ko-
Ja lzrazava linearnu zZavisnoast wvektora AG,EE; DF i DBE.
Rjesenje;_’ -+ —p — — =} —} P
Neka Jje AB=a AD=b, AE=c. Tada je AG=asbre, E.E»*‘ e 5
DB=a-b. Iz D_é*:J\AGmE&.Jﬁ? > a—b:.l(a+b+6')+r5{a+b—6').+g¢(_a'— 0
¥ (&+ﬂwtu1}g+(d+6—{+1)Eu{&—ﬁ+€)€Eﬁ'$ defrf=1=0 1_d+D-{+1:0
A-¥'=0 (zbog linearne nezavisnosti vektorg a,b_i ¢), 2
P L2172 L pz1/2 i g1 B PRo RG24 o oD > AG_EC-2DF»2D8=0.
Zadatak 52: Ako se spoje vrhovi jedne baze trostrane prizme s
polovistima suprotnih bridova druge baze, tada te tri duZine
imaju zajednicku toéku, koja dijeli te duine u istom omjeru
A=-2. Dokagati 1
Dokaz: | c

e

Neka je ABCA’B?’C’ trostrana prizma, E! po-
loyjfte brida C’A’, F' polovilte brida &7B7,
KeAD' tako da je (AD’K)=-2, LEBE’ tako da
je {BE’L}==2, ME&CF' tako da je ({CF'M)=-2,
gi?:ﬁg?:fﬁ?=v. Tada fe ro=(Fr +2FET)I(T+2)=
={r +r s+ ,)!3:(F*+?4;r +2vy 1/ 3,

atrprtTe g ipttet
i i fys Pa Jje KELEM.
Zadatak 53: Definicija: Spojnicu vrha sa tefidtem nasuprotne
plohe tetraedra zovemo teZidnica tetraedra.

Zadatak: Dokazati da se sve Setiri teZifnice tetra-
edra sijeku u jednoj to¢ki T (u tzv. teziStu tetraedra) koia
dijeli teZisnice u omjeru X=-3, a za koju vrijedi
— —

—+_ 1 (—* —4)
I“‘T—E I"A+PB+I"C+}."D -

Izto se dobiva i za r

Dokaz:
Neka =su A.,B.,C ;D4 teZilta ploha BCD,CDA,DAB,&BC zadanog te~
traedra ABCD'i neka je K& IK;,(AA1K):—3. Tada je PA.:

e =y —, s ¥ ¥ o —y o =
—(rB+rC+rDJK3, pa Jje rK-(rA+§r;q )/(l:31-(rAiB+rc+r'D}!ﬂ.

Iste se dobiva i za toéke L&BB., MECC, i NeDD, za koje vrijedi

1 g etEREg s

(BB,L)=-3, (CC,M)=-3 1 (DD,N)=-3, pa je rgEPy Ery=rp, tj. K=LE
EM=N. Oznalimo 1i tu todku sa T, dobivamo tvrdnju zadatka.
Zadatak 54: Neka su A,B,C tri nekolinearne todke ravnine i F
bile koja todka. Dokazati da je PER’ akko ol A ER dtPrg'=1,
rozdb o +AP +&F*.

P A B G
Dokaz? e e
NuZnost: Neka ‘j—i Peﬂ;’Tada Inger tako__cla je AP:Q&Ba-ﬂC,_gdnos—
e rp'rﬂqﬁ(rs-ﬂl)+f(q:-;:), odakle Je rp=(1-g-f*)v +argefro. Uz-
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iy
memo 11 oznaku 1-p-¥=d, tada slijedi: Fpedv,+arosfTe, depsf=1. ' s ﬁxlh?) Féfo 1. Tacela . zb% %\egrﬁgkﬁ sedins swa:_.zia(%%ca-
. o S+ atle je +
Dovol jnost: Neka je rp-dr +ﬁwB+trc, d+Brfs1. Tada Je 4'1-f5r +AT) /2= (a+?)/2-+h(a+ iz Eﬁ#lﬁ? Eﬁé{?f XELO 1, 510 znadi da
pa je r'P'tl - - a‘)r AT +¢I‘rc, odakle je F’;—ﬁ’ua( B“"A +¥"(r -ry v, ge gocka E gibazpo Etranlu RQ rombaqgcg_- Analogno se pokazu-
i e da se tocka giba po stranicama F,PR romba PCQR dok se
t3. Ap"ﬁﬂB+xﬁC sto znali da je PeX. todka X giba po Stranicama BC,CD,DA kvadrata ABCD, a tofka Y po
Zadatak 55 (Republiéko natjecanje SR Hrvatske, II r., 1990.): stranicama GC, (B, BF kvadrata FGCB Dakle, geometrleko mjesto
Pravei a 1 b su mimoilazni. Na praveu a redom sy dane todke A todaka Z je rub romba FCQR.
Apseeeyhp,n 23, a na praveu b redom tolke B,,B,,... B , tako ba Zadatak 58 (Medunarodna matematilka olimpijada u Rumuni ji, 1960.):
vrljedi [A1A2[/jB1B I=1Aa, 3{fp52 3 l=...=& A iy n;;|5 B! - Ne- Zadana je kocka ABCDEFGH. Nadi geometrijske mjesto todaka Z za
ka su C ¢ S R B iB n- Enﬁd kog@ Jje k=(X¥Z)=-1/2, gdje je X proizveljna todka dijagonale AT
preemat, 1 By e eyl Bae donje baze, a Y proizvoljna toftka dijagonale HF gornje baze za-
Dokazatl da au todke Ci1Cs90000Cy kollnearne. dane kocke.
Dokaz: Rjedenje: — s — o —
Iz uvjeta zadatka je A A_[/IB Bl =!a 8 1/1B,B,1 & ¢ _ Neka ie iB- a AD=b, AE=zc. Tada, je AX=AAC=
172 e 273 273" 7 _7L(a+b) 9,1, L FY= FH=mlb-a), melo, 1],
:‘}“\132””& A3I=fB B I.’|BzBal=k 3 B+§ﬁ'+ﬁ a+c+|lh( __’,,&LG.EO,‘I], A‘%:
S qAAl= |A2A3| L BBy k. IBBL 3 -(A SKAY) / (1-k) = (AX+AY/2}/(1+172) =,
M L sl e o e pan - —(2“’4‘?):3 (@4} /3 +2A(3+8) /3 +u(B-3) /3.
1Ak A Ay 1Bp=k.B,E, og kolinearnosti Za AzpasQ 3 AZ=AP:=A73+873; za A=0 i pyl
Aohs, Od"°3“°fg32_33) > A ﬁb!3+c:’3 za A=1 1 0 3, AZRAQ:
ML K e . r - }/2+ S 2F3:373; 2a 7\-,;:1 S =227 3+B+27 3.
adalje Je Lybs Pce PC1 r, +PB FR1+ ! V 2 T Lako se pokazuje da jJe trazeno geometrij-
ako mjestg t Ga cetveroku PQRS
+(r -r'B yi2eh Ao, A2!2 +B B /2 (=) (k. ﬂ’3+k.B2B3H2 i Kako je PO= ﬁ% A 232*, +2b73 1 éﬁ %%AS-
ks (fF"’-T);z Sy )/2) kLT T VA2 - (r vy )/2)- 228/ +2‘5"% ‘% PQ-5R, tada js, PQRS para-
- 3 Ba 3 By Ay lelogram. ngfﬁ PS- (AQLAF) . (AS-AP)= (2af3+25ﬁ3) (-273+B73)=0 iz-
:k.(rc -tn ):k.C2C3 2 C;,05,C5 su kolinearne tocke. lazi da je PGPS, pa je PQRS pravokutnik.
3 2 Dakle, rjedenje zadatka je pravokutnik PQRS.
Analogno se pokazuje da su 1 C,,C5 1 CyyunnyC 5,0 4 4 Cp Zadatak 59: Dan je tetraedar ABCD, Pravei AD i BC su okomiti
trojke kolinearnih todaka, pa su todke C, g2+ 050, koline- akko je JABIZ+|cpl ez lacl 4 ippl2.
anme: Dokaz: —_— i
Zadatak 56: Neka je P bilo koja todka na strani ACD tetraedra D ADIBC & AD. BC 0 & AD.(AC-AE)=0 o
ABCD. Paralele sa pravcima AB,CB,DB kroz todku P sijeku ravni- ‘ ¢ & ID.AC-IB.0E o (A-FD)2-Rt2-(in-in-
ne BCD,ABD,ABC redom u tockama E,F,G. Dokazati da je — I S e 2 2
B [PEi/|BA} + IPF |/ (BCl+ [ PGI/IBDI = 1. ~AB 3 TC AUN-DETART o 1881 “+ [CD["=
Neka je AB=a,AC=b, AD=g, AP=Abakd, ApER. : A 8, = 14C1 %+ [ ®
Tada je §E-CIPEIIIAB|)3, AF=APWPE- =3 Dk g+ : Zadatak 60 Opéinako natjecanje SR Hrvatske, IV r., 1982.): He-
+(1PE!/|ABI )3. Zbog komplanarnosti todaka ka Je u ‘tetraedru ABCD tolka S teZifte trokuta BCD., Dokazati
4,B,E,P,prema =zadatku 54 e biti A+us da je tada 3.[ASI< [ABI+[AC]+ [AD].

+([PE1F[ABI]=1, odakle je |PE[/I[ABl=z1-2-u. Dokaz:
Analeogne dobivamo |PF{/|BCl=A 1IPGI/IBDI= =,
pa je tvrdnja zadatka odigledna.

Zadatak 57 (Medunarodna matematika ollmplaada u £ehoslovadko],
Zadana Je kocka ABCDEFGH. Iz todke A giba se po brido-

vima kvadrata ABCD todka X, a istovremenc i 3 istom brzinom iz

tocke F po bridovima kvadrata FGCE totka Y. Nadi geometrijsko

mJesto poloviita dufina ¥Y.

Rjeden je:

RS=AB4BS, _as= AC+CS, ASe AD+DS, tj. AS=AB+
+2BB ’;3, AS:AC+2CC,/3, AS: AD+2E£1J“ /3. Zbra-

Janjem tih, jed akostl zlazi S= AB+AC+ D+
+(273). (BB 4L +DD, T?A&ﬁé%‘ BB+l +_ﬂb

Zbog nekollnearnostl vektora AB AC . AD bit
be tada 3.|AS|=|348 |=| KBRAC+AD1<\Aill+ (ACT +
+|ED], odakle je IAS) < (yABl+(ACI+1ADI}/3.

Neka je ABCDEFGH zadana kocka i neka =u P,Q, .

R sredi3ta kvadrata ABCD,BCGE,ABFE. Tada je Zadaci Z a v je zbau:

FCQR romb. Heka je nadalje AE a,AD=z b KEL i 1. &%ongu_g,N olovista duzina A4B,CD, & E,F tocke takve da je
Dok se tofka X giba po_bridu &B, dotle se . AT, M ; dokazati da je N poloviSte duZine EF,

todka Y giba po bridu FG zadane kocke. Neka ¢ - i
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Zadan je paralelogram ABCD, tofka E€AB za koju je (ABE)=-1/2
i tofka F<ACADE. Izradunati (ACF)}. {R: (ACF)=-1/3).

Neka u _trokutu ABC upisana mu kruZnica dodiruje njegove stra-
nice BC,CA,AB uw toékama D, E,F i neka su r_,r,,r._ polumjeri
vanjskih pripisanih mu kruZnica. Tada se p?av i ﬁD,BE,CF si-
Jeku u_;pgngg,toéﬁi G .(Zergonova todkal,za koju vrijedi
rcz(rarﬁ+rbra+rcrc)f(ra+rb+rcj. Dokazati 1!

Neka vanjske pripisane kruZnice trokuta ABC, &iji su polu -
mieri raifypif, dodiruju stranice BC,CA,AB tog trokuta u toé-

kama D,E,F. Tada ae pravei AD,BE,CF sijeku u jednoj todki N
gge%elovgqﬁockal*za ko ju jyijedi )

r'N- l"br'cr'Ai'l"Cl"ar‘B-l-r‘al"bl"c l"br‘c+1"cl"a+l"al" .

Ako je ABC zadani trokut, T njegovo tekidte, a O proizveolina

tocka, tada veijedl: 42 16m2 000 (G TAIRH TBIE s re12) = 3. (0TI .

Dcokazati vektorski kosinusov teorem.

Dokazati wvektorski Pitagorin tecrem.

Dokazati vektorski Heronovu formulu za povrainu trokuta.
Dokazati vektorski da je obodni kut nad promjerom krufnice
pravi kut (Talesov teorem).

Dokazati vektorski da su dijagonale pravokutnika medusobno
jednake.

Dokazatl vektorskl da se sve tri simetrale stranica trokuta
aijeku u jednoj tofki {srediStu trokutu opisane kruZpice}.

Dokazati velktorski da je paralelogram romb akko su mu dija-
gonale medusobne okomite, a 2 2 2
etverokut 4BCD je ortold akko wrijedi [ABI®+[CDI"=IBC| +/DAI".

Dokazatl da za paralelepiped ABCDEFGH vrijedi

1861 2B B ZanR? = (881 24 1801 24 1001 24 DAt 24 1 AE ) 24 (B! e 1oa] 2o

+ 1DHI %156) 24 1FG1 21 oHI 2o HE 2.
Ako je T teZidte tetraedra OABC kod kojeg je JAOB=JBOC=J00A&=

=90°, tada je ITA! S+1TBI e (TC) 2211, |0l 2,
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